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Abstract: Painlevé VI方程式の代数関数から potential vector field を構成するこ
とを問題にする．[9]では，それまでに構成したものをまとめた．[14]にある 45種
類の代数関数解すべてに対して構成することを試みたが，残念ながら 30種類程度
のものしかできなかった．本稿では，まず問題の背景を説明して，多項式からなる

potential vector fieldについて説明する．次に代数関数解から，平坦座標，potential
vector fieldを構成する方法の説明をする．[9]では別の構成法を説明しているが，本
稿のものの方が強力である．potential vector fieldの具体形は別の機会に報告する予
定である．

1 序文

本稿の前半は主に加藤満生，眞野智行氏との共同研究の紹介である（[8], [9], [10])．後半は，最
近の計算結果の報告である．

WDVV方程式は conformal field theory由来の連立非線型微分方程式である．[10]において
それを一般化して，拡張WDVV方程式と呼んだ．WDVV方程式の解は (pre)potentialと呼ば
れる．それにならって，拡張WDVV方程式の解を potential vector fieldと呼ぶ．3変数の場合
には，いくつかの条件のもとで，だいたい拡張WDVV方程式とPainlevé VI方程式の間の対応
が成り立つ．したがって，potential vector fieldを求めることができれば，Painlevé VI方程式の
解を構成できることになる．よく知られていることであるが，例外的な場合を除けばPainlevé
VI方程式の解は超越関数であり，具体的は表示を与えることはまだ知られていない．このこと
は，一般的には potential vector fieldの具体的な解の表示を与えることはあまり期待できない
ことを示唆している．一方では，Painlevé VI方程式の代数関数解についての研究が進展して，
それらの分類が完成した (cf. [14])．この結果をみると，いくつかの系列からなるものと，45種
類の散在的に存在するものとからなることが観察される．これらの 45種類の代数関数に対応
する potential vector fieldの具体形を決定することは挑戦するだけの価値のある問題であろう．
議論は前後するが，B. Dubrovinは 3変数のWDVV方程式の解 (=prepotential)を調べるのに，
まず多項式解を求めることを考え，それらが階数 3の既約実鏡映群と対応すること，またその
ときの変数が斎藤・矢野・関口 ([19])で考えていた flat coordinateと一致することに気付いた．
このことは，多項式成分の potential vector fieldを調べることも興味ある研究対象であること
を示唆している．本稿ではこれらの二つの問題を扱う．

本稿の内容を簡単に紹介する．始めに拡張WDVV方程式の定義を述べ，次に大久保方程式
系との関係に言及する．ここからは主に 3変数の場合に限定する．まず，拡張WDVV方程式
と実鏡映群，複素鏡映群との関係に言及する．§2から §5までは [10]に詳しく書いてある．§6
では，ひとつの目的である，多項式からなる potential vector fieldについて議論する．これま
でに構成されたものを列挙する．残念ながら，まだ理論的な意味づけはできていない．§6の詳
細は [9]にある．§7以降では，Painlevé VI方程式の代数関数解に対応する potential vector field
を構成する問題に移る．§8.2 では共同研究者の加藤満生氏が提案された方法の説明をする．神
保・三輪 ([7])は 2階線型微分方程式系の標準形を与え，それから Painlevé VI方程式を導いて
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いる．この議論を逆にたどり，代数関数解から線型微分方程式を構成するというアイデアであ

る. この種の 2階線型微分方程式系を一般に構成できなかったことが [9]において，すべての場
合に potential vector fieldを構成できなかったことの最大の理由である．これから先の議論は
[10]にあるmiddle convolutionを適用するのだが，それは [9, §2] で説明している．
代数関数解の構成と分類については，言及しないがいくつかの重要な仕事があり，最終的に

Lisovyy-Tykhyy [14]によって分類問題は解決した．代数関数解のうち散在的に存在する 45種
類のものに対応する potential vector fieldを構成することが最近の筆者の研究対象である．ま
だ確認していないが，本文で説明する方法によってこの課題を解決する見通しはついたようで

ある．potential vector fieldは拡張WDVV方程式の解であるから，多くの代数関数成分の解を
求めたことにもなるが，その応用があるのかどうか．また，代数関数解から自然に構成された

自由因子の性質を調べることも面白い問題と思われる．

2 WDVV方程式とその一般化

x = (x1, x2, . . . , xn)を Cnの標準的な座標とする．また wk (k = 1, 2, . . . , n)は 0 < w1 ≤ w2 ≤
· · · ≤ wn である定数とする．

E =
1

wn

n∑
k=1

wkxk∂k,

をオイラー・ベクトル場とする．ここで∂k = ∂/∂xk(k = 1, 2, . . . , n)とする．h1(x), h2(x), . . . , hn(x)
は

Ehj = (
wj

wn

+ 1)hj (j = 1, 2, . . . , n)

hj =




xjxn +Hj(x1, . . . , xn−1) (j = 1, 2, . . . , n− 1),
1

2
x2
n +Hn(x1, . . . , xn−1) (j = n)

を満たすような荷重斉次式とする．ここでHj(x1, . . . , xn−1)は x′ = (x1, . . . , xn−1)の関数であ
る．hj(x) (j = 1, 2, . . . , n)から γij = ∂ihjを定める．すると n× n行列C = (γij) が得られる．
γnj = xj (j = 1, 2, . . . , n)は明らか．次にCを使って行列

B̃(p) = ∂pC (p = 1, 2, . . . , n).

を定める．b
(p)
ij を B̃(p)の (i, j)成分とする．B̃(p) (p = 1, 2, . . . , n)の基本的な性質をまとめておく：

1. ∂pB̃
(q) = ∂qB̃

(p) (∀p, q),

2. b(r)pq = b(p)rq (∀p, q, r),

3. b(p)nq = δpq (∀p, q),

4. B̃(n) = In,

5. ∂nB̃
(p) = O (p = 1, 2, . . . , n− 1),

ここで δpqはクロネッカーのデルタで Inは単位行列．

Definition 1 B̃(p)B̃(q) = B̃(q)B̃(p) (∀p, q = 1, 2, . . . , n)が成り立つとき，h⃗ = (h1, h2, . . . , hn) を
potential vector fieldという．また座標 (x1, x2, . . . , xn)を「平坦座標」という．

2

―�24�―



Jを (i, j)-成分が δi,n−j+1 である n× n 行列とする．もし CJ が対称行列になれば，荷重斉
次関数 P (x) で

∂iP = hn−i+1 (i = 1, 2, . . . , n).

が成り立つものが存在する．このときP を prepotentialあるいはpotentialという．(pre)potential
P が存在するとき，行列 B̃(p) (p = 1, 2, · · · , n)が可換，すなわち，B̃(p)B̃(q) = B̃(q)B̃(p) (∀p, q)
が成り立つが，この等式から行列成分をとればいくつかの非線型微分方程式が得られる．した

がって P に対する非線形微分方程式系が導かれる．この系を「WDVV方程式」という．（詳し
くは [5], [16]参照）

CJ が対称行列にならないとき，potentialは存在しない．この場合には， 行列 B̃(p) (p =
1, 2, · · · , n)の可換性から potential vector fieldの成分はある非線型微分方程式系の解になる．こ
の意味で，B̃(p)B̃(q) = B̃(q)B̃(p) (∀p, q) あるいはその行列成分から得られる非線型微分方程式全
体を「拡張WDVV方程式」という．

3 potential vector fieldから構成される自由因子

h⃗ = (h1, h2, . . . , hn)を potential vector fieldとする．n× n行列 T = (Tij)を

T =
1

wn

n∑
j=1

wjxj∂jC =
1

wn

n∑
j=1

wjxjB̃
(j)

で定義する．さらに F (x) = detT とおく．仮定より

F (x) = xn
n + p1(x

′)xn−1
n + · · ·+ pn−1(x

′)xn + pn(x
′)

となる．（ここで，pj(x
′) (j = 1, 2, · · · , n)は x′の関数である．）

Tijを T の (i, j)成分としで，Viを

Vi =
n∑

j=1

Tij∂j (i = 1, 2, . . . , n)

で定まるベクトル場とする．

超曲面 SF = {x ∈ Cn; F (x) = 0}には著しい性質がある．まず次が成り立つ．

Proposition 2
ViF = wn(trB̃

(i))F (i = 1, 2, . . . , n).

これから次の定理はただちにしたがう．

Theorem 3 F (x)が reducedであれば， SF は自由因子である．

自由因子については [18]参照．
ここで例を説明する．

Example 4 多項式 P を

P =
1

2
(x1x

2
3 + x2

2x3) +
1

4
x2
1x

2
2 +

1

60
x5
1(5)
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で定めると，P は prepotentialである．これは次のようにして確かめられる．まず (w1, w2, w3) =
(1
2
, 3
4
, 1) である．したがって P = 1

4
(2x1∂x1 + 3x2∂x2 + 4x3∂x3) はオイラー・ベクトル場である．

F の偏微分を計算することで

h1 = x1x3 +
1
2
x2
2,

h2 = x2x3 +
1
2
x2
1x2,

h3 = 1
2
x2
3 +

1
2
x1x

2
2 +

1
12
x4
1

がわかる．次にCを求める．結果は

C =




x3 x1x2
1
2
x2
2 +

1
3
x3
1

x2 x3 +
1
2
x2
1 x1x2

x1 x2 x3




である．これから

B̃(1) =




0 x2 x2
1

0 x1 x2

1 0 0


 , B̃(2) =




0 x1 x2

1 0 x1

0 1 0


 , B̃(3) = I3

が得られる．B̃(1)B̃(2) = B̃(2)B̃(1) は簡単にわかるから，P は potentialである．T = ECである
から，

T =




x3
5
4
x1x2

3
4
x2
2 +

1
2
x3
1

3
4
x2 x3 +

1
2
x2
1

5
4
x1x2

1
2
x1

3
4
x2 x3




がわかる．すると

det(T ) = x3
3 +

1

2
x2
1x

2
3 −

(
9

4
x2
2 +

1

4
x3
1

)
x1x3 +

27

64
x4
2 +

7

8
x3
1x

2
2 −

1

8
x6
1.

4次式Q(t) = t4 + y1t
2 + y2t + y3. の判別式との関係に言及する．y1 = −x1, y2 = 1

2
x2, y3 =

−1
4
x3 +

1
8
x3
1, とすれば，Q(t)の判別式は定数倍を除いて det(T ) に一致することが確かめられ

る．一般に n次式の判別式は自由因子になる．Theorem3はこの事実の一般化といえる．

4 多変数大久保型微分方程式系

これまでに導入した記号は説明なしに使う．h⃗ = (h1, h2, . . . , hn) は potential vector fieldとす
る．すると定義より，B̃(p)B̃(q) = B̃(q)B̃(p)が成り立つ．r ∈ Cを定数として，対角行列B(n)

∞ を

B(n)
∞ = diag(r + w1, r + w2, . . . , r + wn) で定義する．このとき

B(p) = −T−1B̃(p)B(n)
∞(6)

によって n× n行列 B(p) (p = 1, 2, . . . , n)を定め，

∂pY = B(p)Y (p = 1, 2, . . . , n)(7)

によって Y についての微分方程式系を定義する．1-form Ω =
n∑

p=1

B(p)dxp を使えば，(7)は次の

ようになる：

dY = ΩY.(8)
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Theorem 9 h⃗が potential vector fieldであれば，微分方程式系 (8) は積分可能である．逆に

(8) が積分可能であれば，h⃗は potential vector fieldである．

B(p)を任意にとっても系 (8)が積分可能になるわけではない．B̃(p) (p = 1, 2, · · · , n)が可換
になること，すなわち h⃗が potential vector field になることに帰着される．

T0 = xnIn − T とおく．T − xnInは xnによらず，またB(n) = −T−1B(n)
∞ であるから，微分

方程式

∂nY = B(n)Y(10)

は

(xnIn − T0)∂nY = −B(n)
∞ Y(11)

になる．(11)を変数 xnの常微分方程式とみると，大久保型微分方程式である．この意味で系

(8)は大久保型微分方程式の多変数への一般化のひとつである．(11)は xnについての微分方程

式であり，x′ = (x1, · · · , xn−1)をパラメータとみなせる．このように見れば，(8)は (11)の変形
方程式とみなせる．

5 実鏡映群，複素鏡映群との関係

B. Dubrovinが行った考察をたどる形で，WDVV方程式と鏡映群の関係を説明する．さらに，
拡張WDVV方程式への一般化について言及する．

DubrovinはWDVV方程式の実体を知るために，n = 3の場合に多項式である (pre)potential
を求めることにした．(もちろん，n = 2の場合はそれほど難しくはない．) その結果，斉次式
にならないものが 3種類あることを示した．それらは

A3 case : P =
x1x2

3+x2
2x3

2
+

x2
1x

2
2

4
+

x5
1

60
,

B3 case : P =
x1x2

3+x2
2x3

2
+

x1x3
2

6
+

x3
1x

2
2

6
+

x7
1

210
,

H3 case : P =
x1x2

3+x2
2x3

2
+

x2
1x

3
2

6
+

x5
1x

2
2

20
+

x11
1

3960

である．A3 caseとあるのは前節の例で取り上げたものである．これらの場合に det(T )を計算
すると次のようになる：

∆A3 =
1
64
(−8x6

1 + 56x3
1x

2
2 + 27x4

2 − 16x4
1x3 − 144x1x

2
2x3 + 32x2

1x
2
3 + 64x3

3),
∆B3 = − 1

27
(x3

1 − 3x1x2 + 3x3)(x
6
1 + 6x4

1x2 + 3x2
1x

2
2 + 8x3

2 − 18x1x2x3 − 9x2
3),

∆H3 =
1

1000
(−x15

1 − 10x12
1 x2 + 80x9

1x
2
2 + 20x6

1x
3
2 + 920x3

1x
4
2 + 216x5

2 − 10x10
1 x3 − 1200x4

1x
2
2x3

−1800x1x
3
2x3 + 100x5

1x
2
3 + 1000x2

1x2x
2
3 + 1000x3

3).

これらはそれぞれA3型，B3型，H3型の実鏡映群の判別式とみなせる．その場合，不変式環の

生成元をうまくとる必要がある．文献を調べてみると，実はその生成系から得られるC3の座

標を [19], [18]では「平坦座標」と呼んでいたことがわかった．以上のようにして，WDVV方
程式と実鏡映群との結びつきが明らかになった．これがDubrovinの成果のひとつである．彼
はそれに基づいてWDVV方程式と [18]の成果を統合して Frobenius多様体構造を定式化した．
さらにC. Hertlingは，多項式になるような (pre)potentialは既約実鏡映群の判別式と対応する
ものしかないことを証明した．
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次にpotential vector fieldの場合にDubrovinのアイデアを適用するとどうなるかを説明する．

64∆A3 |x1=0 = 27x4
2 + 64x3

3,
27∆B3 |x1=0 = 3x3(−8x3

2 + 9x2
3),

1000∆H3 |x1=0 = 27x5
2 + 125x3

3

が成り立つ．これらの等式の右辺はそれぞれE6型，E7型，E8型単純特異点の定義多項式であ

る．したがって，A3型，B3型，H3型の実鏡映群の判別式は曲線のE6型，E7型，E8型単純特

異点の 1パラメータ変形族との対応があることが観察される．
この観察から，平面曲線の特異点の 1パラメータ変形族と自由因子との間の関係の存在が示

唆される．単純特異点ではないアーノルドの意味での 14個の例外特異点の場合に適用してみ
る．計算による試行錯誤の末に，これらのうちで関係のあるのは

E12 : x
7 + y3, E13 : y(x

5 + y2), E14 : x
8 + y3

であることがわかった．これらの場合，potential vector fieldを求めることができた．以下にそ
の結果を与える．

(I) E12 case
h1 =

1
3
(−x3

1x2 + 9x3
2 + 3x1x3),

h2 =
1
45
(x5

1 + 45x2
1x

2
2 + 45x2x3),

h3 =
1

126
(−4x7

1 + 189x4
1x

2
2 + 1134x1x

4
2 + 63x2

3)

とおく．すると h⃗ = (h1, h2, h3)は potential vector field であり， F (x) = detT は自由因子に
なる．ここで

F (x) = 1
3087

(1344x9
1x2 − 3843x6

1x
3
2 + 260820x3

1x
5
2 + 157464x7

2 + 448x7
1x3 − 22491x4

1x
2
2x3

−142884x1x
4
2x3 + 3087x2

1x2x
2
3 + 3087x3

3).

定義より F (0, x2, x3) =
17496
343

x7
2 + x3

3 は明らか．また，Gordanと F. Kleinによる 7次方程式の
解法，Kleinの平面 4次曲線の研究以来よく知られていることと比較することによって，F (x)
は複素鏡映群 ST24の判別式とみなせることがわかる．

(II) E13 case

h1 = −x6
1

30
− x4

1x2

2
+

x2
1x

2
2

2
+

x3
2

3
+ x1x3,

h2 =
5x7

1

6
+

x5
1x2

2
+

5x3
1x

2
2

2
− 5x1x3

2

6
+ x2x3,

h3 = −21x10
1

8
+ 5x8

1x2 +
35x6

1x
2
2

4
+

35x2
1x

4
2

8
− 7x5

2

20
+

x2
3

2

とおく．すると h⃗ = (h1, h2, h3)は potential vector field であり， F (x) = detT は自由因子に
なる．ここで

F (x) = 1
1000

x1(15925x
14
1 + 92250x12

1 x2 − 91875x10
1 x2

2 + 41500x8
1x

3
2 + 97275x6

1x
4
2 + 82866x4

1x
5
2

−11165x2
1x

6
2 + 6720x7

2) +
3

100
(405x10

1 − 800x8
1x2 − 1450x6

1x
2
2 − 775x2

1x
4
2 + 64x5

2)x3

+ 3
10
x1(x

4
1 + 10x2

1x2 − 5x2
2)x

2
3 + x3

3

定義より，F (0, x2, x3) =
48
25
x5
2x3 + x3

3 は明らか．また，F (x)は複素鏡映群 ST27の判別式と
みなせる．

(III) E14 case

h1 = 5
9
x9
1 − 28

3
x6
1x2 − 70

3
x3
1x

2
2 +

140
9
x3
2 + x1x3,

h2 = 140
11
x11
1 − 15x8

1x2 + 84x5
1x

2
2 + 70x2

1x
3
2 + x2x3,

h3 = −3680
3
x16
1 − 216160

39
x13
1 x2 +

30016
3

x10
1 x2

2 − 2240
3
x7
1x

3
2 +

39200
3

x4
1x

4
2 +

7840
3
x1x

5
2 +

1
2
x2
3
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とおく．すると h⃗ = (h1, h2, h3)は potential vector field であり， F (x) = detT は自由因子に
なる．ここで

F (x) = 1
6
(−1596125x24

1 + 9079000x21
1 x2 + 20771940x18

1 x2
2 + 28214984x15

1 x3
2 − 52694110x12

1 x4
2

+43717800x9
1x

5
2 + 10941700x6

1x
6
2 + 12691000x3

1x
7
2 + 385875x8

2)
+2x1(2875x

15
1 + 13510x12

1 x2 − 25326x9
1x

2
2 + 1960x6

1x
3
2 − 35525x3

1x
4
2 − 7350x5

2)x3

−2x2
1(5x

6
1 − 56x3

1x2 − 70x2
2)x

2
3 + x3

3

定義より F (0, x2, x3) =
128625

2
x8
2 + x3

3 は明らか．ところで，変数の重みをみると対応する複素

鏡映群は存在しない．

このことは，拡張WDVV方程式の場合，C. Hertlingの結果の類似は成り立たないことを示
している．

実でない階数 3の既約な複素鏡映群は系列になる場合を除くと，ST24, ST25, ST26, ST27
の 4種類存在する．ST25, ST26の場合には判別式をみる限り A3型，B3型鏡映群と同じにな

る．ST24, ST27は上で説明したとおりである．階数が 4以上の場合にも potential vector field
は計算した．(正確には”well-generated”な複素鏡映群という条件が必要である．)

6 3次元の場合の多項式からなるpotential vector fieldにつ

いて

n = 3の場合に，拡張WDVV方程式をH1, H2, H3についての微分方程式として書いてみると




∂2
x1
H3 = (∂x1∂x2H1 − ∂2

x2
H2) · ∂2

x1
H2 + (∂x1∂x2H2 − ∂2

x1
H1) · ∂x1∂x2H2,

∂x1∂x2H3 = −∂x1∂x2H1 · ∂x1∂x2H2 + ∂2
x2
H1 · ∂2

x1
H2,

∂2
x2
H3 = (∂x1∂x2H1 − ∂2

x2
H2) · ∂x1∂x2H1 + (∂x1∂x2H2 − ∂2

x1
H1) · ∂2

x2
H1,

EoHj = (wj/w3 + 1)Hj (j = 1, 2, 3)

(12)

となることがわかる．ここでEo =
1
w3
(w1x1∂x1 + w2x2∂x2)である．

これらの方程式からH3を消去してH1, H2の微分方程式を求めると



H1,20H2,12 − 2H2,11H2,12 +H2,03H2,20 − 2H1,11H2,21 +H2,02H2,21 +H1,02H2,30 = 0,
H1,12H1,20 − 2H1,11H1,21 +H1,02H1,30 +H1,21H2,02 − 2H1,12H2,11 +H1,03H2,20 = 0,
EoHj = (wj/w3 + 1)Hj (j = 1, 2)

(13)

が得られる．ここで簡単のためHj,pq = ∂p
x1
∂q
x2
Hj (i = 1, 2)とした．

Remark 14 (13)はわかりにくいので少し書き直してみる．(x1, x2)の関数 f = f(x1, x2)に対して

S(f) =
(

∂2
x1
f

√
−1∂x1∂x2f√

−1∂x1∂x2f ∂2
x2
f

)

とおく．また J =

(
0 1
1 0

)
とする．このとき，(13) は次のようになる：




Tr[S(H1)JS(∂x1H2)J + S(H2)JS(∂x2H2)J ] = 0,
Tr[S(H1)JS(∂x1H1)J + S(H2)JS(∂x2H1)J ] = 0,
EoHj = (wj/w3 + 1)Hj (j = 1, 2).

(15)

WDVV方程式の場合のDubrovinの接近法をみると次は基本的である．

7
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Problem 16 H1, H2がともに多項式である (15)の解を分類せよ．

このままではどう取り扱えばよいかわからないので，w1 = 1, w2 = dとする．簡単のため d
は正整数とする．そして




H1 = xk1
1

m1∑
j=0

ajx
jd
1 xm1−j

2 ,

H2 = xk2
1

m1∑
j=0

bjx
jd
1 xm2−j

2 ,
(17)

の形にかける解を求めることにする．すると

k1 + dm1 = 1 + w3, k2 + dm2 = d+ w3

問題は，「(15)が成り立つように定数 aj, bjを定めることができるか？」となる．r1, k2,m1,m2, d
が以下の表にある場合には potential vector fieldを決定できた．具体形はそのあとに書いた．こ
れらの potential vector fieldからPainlevé VI方程式の代数関数解が求まるが，その代数関数解
を Lisoyyy-Tykhyy[14]にあるリストに Solution nとあるものを LTnとした．dが整数ではなく
有理数の場合にも多項式成分の potential vector fieldは存在する．例えば，§4の (I) E12 caseに
与えたものである．

k1 k2 m1 m2 d

1 1 0 5 6 3
2 0 1 3 3 2
3 1 0 3 4 4
4 0 1 4 4 2
5 1 0 4 5 6
6 1 0 4 5 5
7 1 0 3 4 5
8 1 0 5 6 2
9 0 1 3 3 2
10 0 2 3 3 3
11 1 0 3 4 14

1. Solution 20 obtained by P. Boalch (LT1)

w1 =
1

15
, w2 =

1

5
, w3 = 1

h1 = 1
13
x1(5x

12
1 x2 + 130x6

1x
3
2 − 351x5

2 + 13x3),
h2 = 1

102
(5x18

1 − 255x12
1 x2

2 − 3825x6
1x

4
2 + 459x6

2 + 102x2x3),
h3 = 1

58
(10x30

1 + 1450x24
1 x2

2 − 8700x18
1 x4

2 + 234900x12
1 x6

2 + 587250x6
1x

8
2

+23490x10
2 + 29x2

3),

2. Solution by Kitaev (LT2)

w1 =
1

5
, w2 =

2

5
, w3 = 1

h1 =
1
60
(x6

1 + 30x2
1x

2
2 + 20x3

2 + 60x1x3),
h2 =

1
20
x2(3x

5
1 + 10x3

1x2 + 10x1x
2
2 + 20x3),

h3 =
1

480
(x10

1 + 60x6
1x

2
2 + 120x4

1x
3
2 + 180x2

1x
4
2 + 24x5

2 + 240x2
3).

8

―�30�―



3. Solution by Kitaev (LT5)

w1 =
1

12
, w2 =

1

3
, w3 = 1

h1 =
1
78
x1(40x

12
1 + 858x4

1x
2
2 − 715x3

2 + 78x3),
h2 =

1
12
x2(128x

12
1 − 528x8

1x2 + 528x4
1x

2
2 − 11x3

2 + 12x3),
h3 =

1
184

(2048x24
1 + 97152x16

1 x2
2 − 259072x12

1 x3
2 + 400752x8

1x
4
2 − 133584x4

1x
5
2

+2783x6
2 + 92x2

3)

4. Klein solution of P. Boalch (LT8)

w1 =
1

7
, w2 =

2

7
, w3 = 1

h1 = 1
840

(15x8
1 + 56x6

1x2 − 210x4
1x

2
2 + 35x4

2 + 840x1x3),
h2 = 1

840
(−175x9

1 + 180x7
1x2 + 126x5

1x
2
2 + 420x3

1x
3
2 + 105x1x

4
2 + 840x2x3),

h3 = 1
54600

(−225x1
14 + 31395x1

12x2 − 5733x1
10x

2
2 − 17745x8

1x
3
2 + 26845x6

1x
4
2

+6825x4
1x

5
2 + 6825x2

1x
6
2 + 325x7

2 + 27300x2
3).

5. Octahedral solution 9 by P. Boalch (LT10)

w1 =
1

24
, w2 =

1

4
, w3 = 1

h1 = − 1
552

x25
1 + 1

19
x19
1 x2 +

1
2
x13
1 x2

2 − 2
3
x7
1x

3
2 − 7

4
x1x

4
2 + x1x3,

h2 = − 2
145

x30
1 − 1

23
x24
1 x2 − 4x12

1 x3
2 + 8x6

1x
4
2 +

1
5
x5
2 + x2x3,

h3 = − 531
99452

x48
1 − 6

23
x42
1 x2 +

12
23
x36
1 x2

2 +
122
23
x30
1 x3

2 +
395
23
x24
1 x4

2 − 24x18
1 x5

2 + 164x12
1 x6

2

−88x6
1x

7
2 +

11
8
x8
2 +

1
2
x2
3.

6. Solution 25 by P. Boalch (LT12)

w1 =
1

20
, w2 =

1

4
, w3 = 1

h1 = 1
114

x21
1 − x11

1 x2
2 − 2

3
x6
1x

3
2 +

1
2
x1x

4
2 + x1x3,

h2 = 2
5
x25
1 + 51

38
x20
1 x2 − 2x15

1 x2
2 + 7x10

1 x3
2 − 3

10
x5
2 + x2x3,

h3 = 366
361

x40
1 − 96

7
x35
1 x2 − 440

19
x30
1 x2

2 − 192
19
x25
1 x3

2 +
1740
19

x20
1 x4

2 − 32x15
1 x5

2 + 56x10
1 x6

2

+2
7
x8
2 +

1
2
x2
3.

7. Solution 27 by P. Boalch (LT13)

w1 =
1

15
, w2 =

1

3
, w3 = 1

h1 = − 1
11
x11
1 x2 − 1

3
x1x

3
2 + x1x3,

h2 = − 5
76
x20
1 + 3

2
x10
1 x2

2 +
1
4
x4
2 + x2x3,

h3 = 10
87
x30
1 + 2x20

1 x2
2 − 6x10

1 x4
2 +

2
15
x6
2 +

1
2
x2
3.

8. Solution 29 by P. Boalch (LT18)

w1 =
1

10
, w2 =

1

5
, w3 = 1

9
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h1 = −x1(5x
6
1x

2
2 − 14x5

2 − 2x3)/2,
h2 = (5x12

1 + 275x6
1x

3
2 − 55x6

2 + 33x2x3)/33,
h3 = (−100x18

1 x2 + 2550x12
1 x4

2 + 12750x6
1x

7
2 + 595x10

2 + 9x2
3)/18.

9. Solution 38 by P. Boalch (LT26)

w1 =
1

5
, w2 =

2

5
, w3 = 1

h1 = −x6
1

30
− x4

1x2

2
+

x2
1x

2
2

2
+

x3
2

3
+ x1x3,

h2 =
5x7

1

6
+

x5
1x2

2
+

5x3
1x

2
2

2
− 5x1x

3
2

6
+ x2x3,

h3 = −21x10
1

8
+ 5x8

1x2 +
35x6

1x
2
2

4
+

35x2
1x

4
2

8
− 7x5

2

20
+

x2
3

2
.

10. Octahedral solution 13 by P. Boalch (LT30)

w1 =
1

8
, w2 =

3

8
, w3 = 1

h1 = 5
9
x9
1 − 28

3
x6
1x2 − 70

3
x3
1x

2
2 +

140
9
x3
2 + x1x3,

h2 = 140
11
x11
1 − 15x8

1x2 + 84x5
1x

2
2 + 70x2

1x
3
2 + x2x3,

h3 = −3680
3
x16
1 − 216160

39
x13
1 x2 +

30016
3

x10
1 x2

2 − 2240
3
x7
1x

3
2 +

39200
3

x4
1x

4
2 +

7840
3
x1x

5
2 +

1
2
x2
3.

11. The solution by P. Boalch (LT32)

w1 =
1

42
, w2 =

1

3
, w3 = 1

h1 = 90
43
x43
1 + 1230

29
x29
1 x2 − 369

2
x15
1 x2

2 − 410
3
x1x

3
2 + x1x3,

h2 = −369
2
x56
1 − 324x42

1 x2 − 2214x28
1 x2

2 + 3321x14
1 x3

2 + 123x4
2 + x2x3,

h3 = −35459514
83

x84
1 + 3234654x70

1 x2 + 6687756x56
1 x2

2 + 1680426x42
1 x3

2 + 16702416x28
1 x4

2

−6263406x14
1 x5

2 +
77326

3
x6
2 +

1
2
x2
3.

7 Painlevé VI方程式との関係

Painlevé VI方程式は

d2w

dt2
=

1

2

(
1

w
+

1

w − 1
+

1

w − t

)(
dw

dt

)2

−
(
1

t
+

1

t− 1
+

1

w − t

)
dw

dt

+
w(w − 1)(w − t)

2t2(t− 1)2

(
(θ∞ − 1)2 − θ2xt

w2
+

θ2y(t− 1)

(w − 1)2
+

(1− θ2z)t(t− 1)

(w − t)2

)(18)

で与えられる．tは独立変数，wは tの関数である．(18)は 4個のパラメータ θθ = (θx, θy, θz, θ∞)
を持つ．

以前に定義した (11) と (18)との関係を説明する．h = detT とおくと，hは x3の 3次式で
あるから，pj(x

′) (j = 1, 2, 3)を h(x) =
∏3

i=1(x3 − pi(x
′)) で定義する．ここで x′ = (x1, x2)で

ある．いま genericな x′に対して，p1(x
′), p2(x

′), p3(x
′)は互いに等しくならないとする．定義

10
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より，i ̸= jであれば， hB(3) の (i, j)成分は x3の 1次関数である．したがってこの 1次関数が
x3 − pij(x

′)で割り切れるような x′の関数 pij(x
′)が存在する．すると

pij =
det(T )(T−1)ij

Tij

∣∣∣∣∣
x3=0

が成り立つことを示せる．このとき

wij =
pij(x

′)− p1(x
′)

p2(x′)− p1(x′)
, t =

p3(x
′)− p1(x

′)

p2(x′)− p1(x′)

とおけば，wijは tを変数とするPainlevé VI方程式の解になることがわかる．これだけではパ
ラメータの関係が不明瞭であるが，別の定式化から次の結果が得られる．

Theorem 19 (Arsie-Lorenzoni) genericな一般化されたWDVV方程式全体と Painlevé VI方
程式の 4パラメータ族とはほぼ 1対 1に対応する．

WDVV方程式の場合，対応するPainlevé VI方程式には θx = θy = θz = 0という条件がつく．

8 Painlevé VI方程式の代数関数解から構成されるポテンシャ

ル・ベクトル場

8.1 Painlevé VI方程式の代数関数解

Painlevé VI方程式の解は一般には超越関数になり，具体的な解の表示はできない．したがって，
対応する potential vector fieldの具体形を求めるは困難だと思われる．一方では代数関数解に
ついてはその可能性がある．また代数関数解の分類はLisovyy-Tykhyy [14]によって成し遂げら
れている．代数関数解について，少し復習する．

tは変数で，wはPainlevé VI方程式の解であり，さらにw, tはある代数方程式の解になってい
る．このとき，(w, t)を代数関数解という．代数関数解はパラメータを使ってw = w(s), t = t(s)
のように表示される．代数関数解のうちで，問題にするのは 45種類のものである．§6で説明
したように，LT1....,LT45と表すことにする．[14]の最後のリストをみると，これらの 45種類
の解は以下のような 3種類に分類できることが観察される．

(a) w, tはともにパラメータ sの有理関数．

(b) w =
1

2
+

P1(s)

Q1(s)u
, t =

1

2
+

P2(s)

Q2(s)u
の形に表せる．ここで，Pi(s), Qi(s) (i = 1, 2)は sの

多項式，uは，ある重複度のない多項式 F (s)が存在して，u2 = F (s)で定まる代数関数．

(c) w =
1

2
+

P1(s) +R(s)uv

Q1(s)v
, t =

1

2
+

P2(s)

Q2(s)u
の形に表せる．ここで，Pi(s), Qi(s)(i = 1, 2),

R(s)はsの多項式．またu, vは，ある重複度のない多項式F (s), G(s)が存在して，u2 = F (s), v2 =
G(s)で定まる代数関数．

(a) LT1,...,LT12,LT15,...,LT19,LT21,LT25,LT30 20種類
(b) LT13,LT14,LT20,LT22,LT23,LT24,LT26,...,LT29,LT31,...,LT42 22種類
(c) LT43,LT44,LT45 3種類

11
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すでに [9]においていくつかの場合に potential vector fieldを計算した．扱っているのは次
のものである．

LT1,...,LT21,LT26,LT27,LT30,...,LT34,LT39
(a)に属するもので [9]で扱われていなかったのはLT25のみである．これはgeneric icosahedral

solution ([14])と称されるものであるが，どうしても求めることができなかった．

8.2 ポテンシャル・ベクトル場を構成する方法—加藤のアイデア—

Painlevé VI方程式はP1上で 4つの確定特異点をもつ 2階線型常微分方程式から構成される．
この微分方程式は 1つのパラメータを持ち，実際には 2変数の偏微分方程式系とみなせる．そ
の積分可能条件から Painlevé VI方程式が構成される．このアイデアを逆にたどると，代数関
数解から 2変数の偏微分方程式系を構成できる．それから自由因子を結びつけることによって
[9, §2]において重要な役割を果たした微分方程式系 [9, (2.6)]にあたるものが構成できる．その
あとは [9, §2]と同じような議論をすることでポテンシャル・ベクトル場も構成できる．本節で
述べるこのアイデアは共同研究者の加藤満生氏によって提案された．それを説明する．

2変数の偏微分方程式系の積分可能条件から Painlevé VI方程式を構成する方法を説明する
ことから議論を始める．2変数で階数 2のパッフ系

dZ = (A(x, t)dx+ B(x, t)dt)Z,(20)

を考える．ここで

A(x, t) =
A0

x
+

A1

x− 1
+

At

x− t
, B(x, t) = − At

x− t
,(21)

であり，さらにA0, A1, Atは成分が tだけの関数である 2× 2行列である．また

A∞ = −A0 − A1 − A∞(22)

によってA∞を定める．

微分方程式系 (20)の積分可能条件は

dA0

dt
=

1

t
[At, A0],

dA1

dt
=

1

t− 1
[At, A1],

dAt

dt
=

1

t
[A0, At] +

1

t− 1
[A1, At](23)

である．

(23)より，すぐにわかることだが，trAi (i = 0, 1, t)および A∞ は tによらない．つまり
trAi (i = 0, 1, t)は定数であり，A∞は定数行列である．A∞がさらに半単純であれば，初めか

らA∞は対角行列と仮定してよい．すると

trAi = θi (i = 0, 1, t), A∞ =

(
κ1 0
0 κ2

)

としたとき，θ0, θ1, θt, κ1, κ2は定数である．

Ai (i = 0, 1, t)に条件を付ける：
条件１： Ai (i = 0, 1, t)は階数 1である．
条件 1から出発する Jimbo-Miwa[7]の議論を復習する．条件 1から Ai (i = 0, 1, t)は次のよ

うに表せる：

A0 =

(
z0 + θ0 −uz0

u−1(z0 + θ0) −z0

)
, A1 =

(
z1 + θ1 −vz1

v−1(z1 + θ1) −z1

)
, At =

(
zt + θt −wzt

w−1(zt + θt) −zt

)
.

12
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さらに，A∞の表示から，次の関係式が得られる：

uz0 + vz1 + wzt = 0, u−1(z0 + θ0) + v−1(z1 + θ1) + w−1(zt + θt) = 0.(24)

κ1 = −(z0 + θ0 + z1 + θ1 + zt + θt), κ2 = z0 + z1 + zt.(25)

(25)からは特に次が得られる：

κ1 + κ2 + θ0 + θ1 + θt = 0.(26)

(24)の第一の方程式から， A(x, t)の (1, 2)成分は

p(x)

x(x− 1)(x− t)

の形にすると，p(x)は xの 1次式になることがわかる．より正確には p(x) = (x − y)k となる
ことがわかる．ここで k, yは

k = (t+ 1)uz0 + tvz1 + wzt, y = k−1tuz0(27)

と表される．

定義より，A(x, t)の (1,1)成分，(2,2)成分はそれぞれ (z0 + θ0)/x+ (z1 + θ1)/(x− 1)+ (zt +
θt)/(x− t)，−z0/x− z1/(x− 1)− zt/(x− t) と表されるが，これらの式において xを yに置き
換えたものを z̃, −˜̃zで表す．すなわち，z̃, ˜̃zを次で定義する：

z̃ :=
z0 + θ0

y
+

z1 + θ1
y − 1

+
zt + θt
y − t

, ˜̃z := z̃ − θ0
y

− θ1
y − 1

− θt
y − t

.(28)

行列A0, A1, Atは階数1であるという条件によって，u, v, w, z0, z1, ztを定めたが，これらのu, v, w,
z0, z1, ztを使って y, k, z̃, ˜̃zが定まる．すると，微分方程式系 (20)の積分可能条件 (23)は y, k, z̃, ˜̃z
の微分関係式で表される．具体的には次のようになる：




dy

dt
=

y(y − 1)(y − t)

t(t− 1)

(
2z̃ − θ0

y
− θ1

y − 1
− θt − 1

y − t

)
,

dz̃

dt
=

1

t(t− 1)
((−3y2 + 2(1 + t)y − t)z̃2

+((2y − 1− t)θ0 + (2y − t)θ1 + (2y − 1)(θt − 1))z̃ − κ1(κ2 + 1)),
d

dt
log k = (θ∞ − 1)

y − t

t(t− 1)

(29)

ここで θ∞ := κ1 − κ2とおいた．さらに (29)の第一，第二の方程式から z̃を消去すれば，yに
対する微分方程式が求まる．このようにして Painlevé VI方程式が得られる：

d2y

dt2
=

1

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − t

)(
dy

dt

)2

−
(
1

t
+

1

t− 1
+

1

y − t

)
dy

dt

+
y(y − 1)(y − t)

t2(t− 1)2

(
(θ∞ − 1)2 − θ20t

y2
+

θ21(t− 1)

(y − 1)2
+

(1− θ2t )t(t− 1)

(y − t)2

)
.

(30)

((18)と少し記号が異なる）
以上で Jimbo-Miwa [7]にある議論を終える．
逆をたどってみる．まず θi (i = 0, 1, t), κ1, κ2を与える．それらは (25)は満たしているよう

にとる．また θ∞ = κ1−κ2とおく．y = y(t)は (30)の解とする．これらのデータから出発する．
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(29)の第一式から z̃を定め，第四式を積分して kを求める．次に (28)の第二の式から ˜̃zを
定める．次に次式で z0, z1, ztを定める．

z0 =
y

tθ∞

(
y(y − 1)(y − t)˜̃z

2
+ (θ1(y − t) + tθt(y − 1)

−2κ2(y − 1)(y − t))˜̃z + κ2
2(y − t− 1)− κ2(θ1 + tθt)

)
,

z1 = − y − 1

(t− 1)θ∞

(
y(y − 1)(y − t)˜̃z

2
+ ((θ1 + θ∞)(y − t) + tθt(y − 1)

−2κ2(y − 1)(y − t))˜̃z + κ2
2(y − t)− κ2(θ1 + tθt)− κ1κ2

)
,

zt =
y − t

t(t− 1)θ∞

(
y(y − 1)(y − t)˜̃z

2
+ (θ1(y − t) + t(θt + θ∞)(y − 1)

−2κ2(y − 1)(y − t))˜̃z + κ2
2(y − 1)− κ2(θ1 + tθt)− tκ1κ2

)
.

最後に

u =
ky

tz0
, v = − k(y − 1)

(t− 1)z1
, w =

k(y − t)

t(t− 1)zt
,(31)

で u, v, wを定める．このようにして定めた u, v, w, z0, z1, ztが (24),(25),(27),(28)を満たすこと
は確かめられる．このようにして，Painlevé VI方程式の解から微分方程式系 (20)を復元でき
たことになる．

Remark 32 この議論をみると，Painlevé VI方程式の解 yをとれば，ほとんど代数的な演算
によって u, v, w, z0, z1, zt が求まるのだが，kだけは yを含む微分方程式を解く必要がある．k
が y, y′, y′′, · · ·と tを使った代数式で表示できるか？

これからが本論である．代数関数解の場合に，上記の議論を当てはめる．つまりPainlevé VI
方程式の代数関数解から微分方程式系 (20)を構成する．そしてそれから微分方程式系 [9, (2.9)]
にあたるものを構成する．

(b)に属する LT13 を例にとって，加藤の方法を説明する．
θθ = (2/5, 2/5, 2/5, 2/3)がパラメータで

t =
1

2
+

(8s+ 1)(25s4 + 170s3 + 42s2 + 8s− 2)

54s2(5s+ 4)uE

,

w =
1

2
+

350s3 + 63s2 − 6s− 2

30s(2s+ 1)uE

である．ここで uEは

u2
E = s(8s+ 1)(5s+ 4)(33)

で定まる sの代数関数．
一般にパラメータが θθ = (θ0, θ1, θt, θ∞)であり，tが変数であるPainlevé VI方程式の解w =

w(t)に対して，ta = 1− 1/t, ya = 1− w/tとおけば，yaは taを変数とするPainlevé VI方程式
の解であり，そのパラメータは θθ′ = (θt, θ0, θ1, θ∞) である．

LT13の場合に戻る．ta, yaを sで表すと次のようである：




ta =
−2− 8s+ 106s2 + 506s3 + 1385s4 + 200s5 − 108s2uE − 135s3uE

−2− 8s+ 106s2 + 506s3 + 1385s4 + 200s5 + 108s2uE + 135s3uE

,

ya =
2(−1 + s)2(5 + 4s)(1 + 5s)2(−1 + 10s)

5(1 + 2s)(−2− 8s+ 106s2 + 506s3 + 1385s4 + 200s5 + 108s2uE + 135s3uE)

(34)

14

―�36�―



また，この場合には θθ′ = θθである．κ1 = − 4
15
, κ2 = −14

15
となる．(ta, ya)から z̃, ˜̃z, z0, z1, ztを

構成することは複雑だがそれほどむずかしいことではない．kを求めるには

d

dta
log k = (θ∞ − 1)

ya − ta
ta(ta − 1)

を解く必要がある．この方程式の意味は d
dta

log k = d
ds
log k/dta

ds
とみて，

d

ds
log k = (θ∞ − 1)

ya − ta
ta(ta − 1)

dta
ds

と解釈する．したがって，具体的には

1

k

dk

ds
=

3(26s− 63s2 − 350s3) + 45(1 + 2s)suE

(−1 + s)(1 + 2s)(1 + 5s)(1 + 8s)(−1 + 10s)

となる．右辺を積分すればよいのだが，uEは楕円関数であり，したがって楕円積分をする必要

がある．ところがこの場合には taを定義した (34)の第一式の右辺の分母を使って簡単に積分で
きる．実際

ta1 = −2− 8s+ 106s2 + 506s3 + 1385s4 + 200s5 + 108s2uE + 135s3uE

とおいて f(s) = tda1f1（s）とする．

f ′

f
=

d(4− 114s− 675s2 + 2000s3 − 135su)f1 + (−1 + s)(1 + 5s)(1 + 8s)(−1 + 10s)f ′
1

(−1 + s)(1 + 5s)(1 + 8s)(−1 + 10s)f1

である．したがって d = −1
3
とおけば，

k′

k
− f ′

f
=

−3(2s+ 1)(8s+ 1)f ′
1 + 2(40s+ 11)f1

3(2s+ 1)(8s+ 1)f1

この式の右辺が 0になるように f1を定める．つまり

f ′
1 =

2(40s+ 11)

3(2s+ 1)(3s+ 1)
· f1

となる f1をとれば，
k′

k
=

f ′

f
を得る．このようにして，f1 = p0(2s+1)(8s+1)2/3（p0は定数），

k = t
−1/3
a1 f1としてよい．以下では，

k(s) = p0ta1(s)
−1/3(2s+ 1)(8s+ 1)2/3

（p0は定数）とする．

u =
kya
taz0

, v = − k(ya − 1)

(ta − 1)z1
, w =

k(ya − ta)

ta(ta − 1)zt
,(35)

で u, v, wを定める．
ここからは当面の間，LT13の場合でなくても成り立つような議論をする．

A0 =

(
z0 + θ0 −uz0

u−1(z0 + θ0) −z0

)
, A1 =

(
z1 + θ1 −vz1

v−1(z1 + θ1) −z1

)
, At =

(
zt + θt −wzt

w−1(zt + θt) −zt

)
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とおく．いずれも sの関数が成分の行列である．これらのA0, A1, Atを使ったパッフ系 (20)を
考える．つまり

dZ = (Adx+ Bdta)Z,(36)

を考える．ここで

A =
A0

x
+

A1

x− 1
+

At

x− ta
, B = − At

x− ta
,(37)

である．taは sの関数だから，実際にはA,Bは (x, s)の関数を成分とする行列．またdta = t′a ·ds
である．ここで，t′a =

d
ds
ta．(36)は (x, s)空間のパッフ系である．

Ω = Adx+ Bdta(= Adx+ Bt′a ds)(38)

とおく．いま s =
x2

x1

とおく．すると，

ta|s=x2/x1 =
t2x(x1, x2)

t1x(x1, x2)

と表せる．tix(x1, x2) (i = 1, 2)は (x1, x2)の斉次関数であり，より正確には taを

ta =
P (s) +Q(s)uE

P (s)−Q(s)uE

（P (s), Q(s)は sの多項式）と表示したとき，このとき，tix(x1, x2)の斉次次数はmax{deg(P ),
deg(Q)}である．u2

E = F (s)（F (s)は sの多項式）のとき，u2
E = F (x2/x1)として，uを (x1, x2)

の関数とみる．具体的には

t1x = −2x5
1 − 8x4

1x2 + 106x3
1x

2
2 + 506x3

1x
3
2 + 1385x2

1x
4
2 + 200x1x

5
2 + 27(4x1 + 5x2)x

2
1x

2
2uE,

t2x = −2x5
1 − 8x4

1x2 + 106x3
1x

2
2 + 506x3

1x
3
2 + 1385x2

1x
4
2 + 200x1x

5
2 − 27(4x1 + 5x2)x

2
1x

2
2uE

である．これで (x, s)空間から (x1, x2, x)へと移行したが，さらに x3 = xt1x(x1, x2) とおく．

x =
x3

t1x
だから

dx =
dx3

t1x
− x3

t21x

(
∂t1x
∂x1

dx1 +
∂t1x
∂x2

dx2

)

である．(38)で定義したΩを (x1, x2, x3)座標で表すと

Ω = A

{
dx3

t1x
− x3

t21x

(
∂t1x
∂x1

dx1 +
∂t1x
∂x2

dx2

)}
+ (Bt′a|s=x2/x1)

(
−x2

x2
1

· dx1 +
dx2

x1

)
(39)

となる．(式 (39)の右辺にあるAは式 (37)で定義したAにx = x3/t1x, s = x2/x1を代入したもの

である．以下では，断りなくこれらを同一視をする．)したがって，このΩを使えば，(x1, x2, x3)
空間のパッフ系

dZ = ΩZ(40)

が得られる．

ここで一言注意する．x(x− 1)(x− t) =
x3(x3 − t1x)(x3 − t2x)

t31x
であるが，(x1, x2, x3)空間の

x3(x3 − t1x)(x3 − t2x) = 0
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で定まる超曲面は自由因子になる．（このことは，代数関数解のパラメータ sの取り方に依存す
るのかどうか不明だが，(a)に属する代数関数解のいずれの場合にも直接チェックして確認で
きる．）

対角行列D =

(
ρ1 0
0 ρ2

)
(ρi = ρi(x1, x2) (i = 1, 2))をとり，Y = D−1Z とおく．そして

(40)から Y についてのパッフ系

dY =
( 2∑
i=0

Γ(i)dxi

)
Y(41)

を構成する．

Ω = Ã1dx1 + Ã2dx2 + Ã3dx3

と表示したとき，

dY =

{
D−1

(
Ã1D − ∂D

∂x1

)
dx1 +D−1

(
Ã2D − ∂D

∂x2

)
dx1 +D−1Ã3Ddx3

}
Y

となる．これを

dY =
( 3∑
i=1

Γ(i)dxi

)
Y(42)

と表示したとき，次の条件 (C1)-(C4)を満たすような ρ1, ρ2 を求める：
(C1) Γ(i) (i = 1, 2, 3) は成分が x1, x2, x3の関数である 2× 2行列である．
(C2) Γ(i) (i = 1, 2, 3) が

Γ(i) =
2∑

j=0

Γ
(i)
j

x3 − zj(x1, x2)
, i = 1, 2, 3

の形になるような行列 Γ
(i)
j が存在し，しかもΓ

(j)
i は x3によらない．(ここで z0 = 0, zj = tix (j =

1, 2)．）

(C3) rankΓ
(3)
j = 1 (j = 0, 1, 2).

(C4) Γ∞ = −∑2
j=0 Γ

(3)
j は対角行列で，成分は定数．

(39)をみれば，Ã3 = A/t1xがわかり，したがって

Γ(3) = D−1
(
A0

x3

+
A1

x3 − t1x
+

At

x3 − t2x

)
D

がわかる．

Γ
(3)
0 = D−1A0D, Γ

(3)
1 = D−1A1D, Γ

(3)
2 = D−1AtD

である．ρ1, ρ2を求める．(39)より，

Ã1 = −A
x3

t21x
· ∂t1x
∂x1

− (Bt′a|s=x2/x1)
x2

x2
1
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である．

A
x3

t21x
=

(
t1x
x3

A0 +
t1x

x3 − t1x
A1 +

t1x
x3 − t2x

At

)
x3

t21x

=
1

t1x

(
A0 +

x3

x3 − t1x
A1 +

x3

x3 − t2x
At

)

=
1

t1x

(
A0 + A1 + At +

t1x
x3 − t1x

A1 +
t2x

x3 − t2x
At

)

=
1

t1x

(
−A∞ +

t1x
x3 − t1x

A1 +
t2x

x3 − t2x
At

)

であるから，

Ã1 =

(
1

t1x
A∞ − 1

x3 − t1x
A1 −

t2x
t1x(x3 − t2x)

At

)
∂t1x
∂x1

+
x2t1xt

′
a

x2
1(x3 − t2a)

At

となる．A∞ = diag[κ1, κ2]であることと条件 (C2)より

D−1 ∂D

∂x1

=
1

t1x
A∞

を得る．Ã2の計算からも

D−1 ∂D

∂x2

=
1

t1x
A∞

がわかる．これらの微分方程式を解くことによって，

ρ1 = tκ1
1x, ρ2 = tκ2

1x

とおけば条件 (C1)-(C4)が成り立つことがわかる．以上の計算によって，ρ = ρ1/ρ2 = tκ1−κ2
1x と

おけば，

Γ
(3)
1 =

(
z0 + θ0 −ρ−1uz0

ρu−1(z0 + θ0) −z0

)
,

Γ
(3)
2 =

(
z1 + θ1 −ρ−1vz1

ρv−1(z1 + θ1) −z1

)
,

Γ
(3)
3 =

(
zt + θt −ρ−1wzt

ρw−1(zt + θt) −zt

)

がわかる．(C4)によって Γ∞を定めれば，

Γ∞ = −(Γ
(3)
1 + Γ

(3)
2 + Γ

(3)
3 ) = −(A0 + A1 + At) = A∞

となることに注意する．

これからの計算は [9, §2]にある議論と同じように進行する．ベクトル

b⃗j = (b1j, b2j), a⃗j = (aj1, aj2) (j = 1, 2, 3)

で，[9, (2.17)]を満たすものを求める．この場合

b⃗1 =

(
1

ρu−1

)
, b⃗2 =

(
1

ρv−1

)
, b⃗3 =

(
1

ρw−1

)
,

a⃗1 =

(
−z0 + θ0

κ1

uz0
κ2ρ

)
, a⃗2 =

(
−z1 + θ1

κ1

vz1
κ2ρ

)
, a⃗3 =

(
−zt + θt

κ1

wzt
κ2ρ

)(43)
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とおけば，[9, (2.17)] と同じ等式

Γ
(3)
j = −b⃗j

t · a⃗jΓ∞ (j = 1, 2, 3)(44)

が成り立つ．このとき
(

b11 b12 b13
b21 b22 b23

)


a11 a12
a21 a22
a31 a32


 = I2

が成り立つが，行列成分から得られる関係式は (24)，(25)になる．
次に 


b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33







a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 = I3

が成り立つような b31, b32, b33, a13, a23, a33を求める．(43)に注意すれば，次の連立方程式が得ら
れる．




a13(θ0 + z0) + a23(θ1 + z1) + a33(θt + zt) = 0,
a13vw(θ0 + z0) + a23uw(θ1 + z1) + a33uv(θt + zt) = 0,
b31 + b32 + b33 = 0,
b31uz0(θ1 + z1)(θt + zt) + b32vz1(θ0 + z0)(θt + zt) + b33wzt(θ0 + z0)(θ1 + z1) = 0,
−1 + a13b31 + a23b32 + a33b33 = 0

(45)

(45)の第一，第二式から a23, a33を解くと

a23 =
a13v(w − u)(θ0 + z0)

u(v − w)(θ1 + z1)
,

a33 =
a13w(u− v)(θ0 + z0)

u(v − w)(θt + zt)

が得られる．同様にして (45)の第三，第四式から

b32 =
b31(θ1 + z1)(−θtuz0 + θ0wzt − uz0zt + wz0zt)

(θ0 + z0)(θtvz1 − θ1wzt + vz1zt − wz1zt)
,

b33 = −b31(θt + zt)(−θ1uz0 + θ0vz1 − uz0z1 + vz0z1)

(θ0 + z0)(θtvz1 − θ1wzt + vz1zt − wz1zt)

これらを (45)の第五式に代入すると

a13b31{w(u− v)(θ1uz0 − θ0vz1 + uz0z1 − vz0z1)
+v(u− w)(θtuz0 − θ0wzt + uz0zt − wz0zt)
+u(v − w)(θtvz1 − θ1wzt + vz1zt − wz1zt)}

= −u(v − w)(θtvz1 − θ1wzt + vz1zt − wz1zt)

が得られる．この式から b31を a13で表せる．α, βを

a13 =
αu(v − w)

θ0 + z0
, b31 = β(θ0 + z0)(−θtvz1 + θ1wzt − vz1zt + wz1zt)(46)
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が成り立つようにとる．すると




(aij) =




1 −κ1uz0/(κ2ρ(θ0 + z0)) αu(v − w)/(θ0 + z0)
1 −κ1vz1/(κ2ρ(θ1 + z1)) αv(w − u)/(θ1 + z1)
1 −κ1wzt/(κ2ρ(θt + zt)) αw(u− v)/(θt + zt)




(bij) =




−(θ0 + z0)/κ1 −(θ1 + z1)/κ1 −(θt + zt)/κ1

−ρ(θ0 + z0)/(κ1u) −ρ(θ1 + z1)/(κ1v) −ρ(θt + zt)/(κ1w)

β(θ0 + z0)
×{(θ1 + z1)wzt

−(θt + zt)vz1}

β(θ1 + z1)
×{(θt + zt)uz0

−(θ0 + z0)wzt}

β(θt + zt)
×{(θ0 + z0)vz1

−(θ1 + z0)uz0}




(47)

αβ[w(u− v){(θ1 + z1)uz0 − (θ0 + z0)vz1}+ v(u− w){(θt + zt)uz0 − (θ0 + z0)wzt}
+u(v − w){(θt + zt)vz1 − (θ1 + z1)wzt}] + 1 = 0

(48)

が成り立つ．

(35)を使って (48)から u, v, wを消去すると，

k3κ1κ2αβya(−1 + ya)(−ta + ya)

(1− ta)2t2az0z1zt
− 1 = 0

を得る．したがって

β =
(1− ta)

2t2az0z1zt
αk3κ1κ2ya(−1 + ya)(−ta + ya)

としてよい．

ζ1 = 0, ζ2 = t1x, ζ3 = t2xとして，[9, §2]で定義したように 3× 3行列 Sを

S =
3∑

j=1

(x3 − ζj)




b1j
b2j
b3j




(
aj1 aj2 aj3

)

で定める．
φ1 = κ1βv{wzt(z0 + θ0)− uz0(zt + θt)},
φ2 = κ1βw{uz0(z1 + θ1)− vz1(z0 + θ0)}

とおくと，

S = x3I3 + t1x




v
ρ
φ1




(
z1 + θ1
κ1v

−z1
κ2ρ

α(w − u)

κ1

)
+ t2x




w
ρ
φ2




(
zt + θt
κ1w

−zt
κ2ρ

α(u− v)

κ1

)

これまで LT13とは限らなくても成り立つような議論をしてきた．残念ながら，これからの
議論は個々の代数関数解の具体的な表示を使わなければ見通しがわかりにくくなる．そういう

こともあり，LT13の場合に戻る．(34)で定義した ta, yaから出発して，z̃, ˜̃z, z0, z1, zt, kを，
さらに u, v, wを定義した．次の段階では，変数 x1, x2, x3を導入し，t1x, t2xも定めた．そして
x1, x2の関数 ρ, αも定義した．これまでの議論では kと ρは確定させたが，ここであらためて
k/ρを x1, x2の未定の関数とみる．すると，αと σ = k/ρはまだ未定の関数となる．Sを計算す
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ると，かなり複雑なのでここでは明示しない．S0 = S − x3I3によって行列 S0を定めると，S0

の各成分は x1, x2の関数である．ただし

u2
E =

x2(x1 + 8x2)(4x1 + 5x2)

x3
1

によって定まる uEも含まれている
2 ．ところが，αと σに適当な関数をかけて取り替えるとS0

の各成分は x1, x2の有理関数になる．特に uは消去されることに注意する．さらに α, σに有理
関数をかけて修正すると，S0の各成分である有理関数の分母には 2次以上の因数はないように
できる．このような手続きで得られた新たな行列 S = x3I3 + S0の (i, j)成分に定数 hijをかけ

たものを (i, j)成分とする行列を C̃とする．ただし，定数 hij は，h11 = h22 = h33 = 1であり，
しかもすべての hij は正となるようにとる．C̃ の成分の有理関数の 1次因数としてでてくるも
のは

x1, x1 + 2x2, x1 + 8x2, x1 − 10x2

である．このことを考慮して

α = c0x
m1
1 (x1 + 2x2)

m2(x1 + 8x2)
m3(x1 − 10x2)

m4 ,
σ = d0x

n1
1 (x1 + 2x2)

n2(x1 + 8x2)
n3(x1 − 10x2)

n4

とおく．ここで，c0, d0は定数，mi, niは有理数とする．以上のような条件をみたす C̃に対して，

∂x1C̃ · ∂x2C̃ = ∂x2C̃ · ∂x1C̃(49)

が成り立つような定数 hij,mi, niを求める．このようにして定まった hij,mi, niの値を代入して，

さらに表示が簡単になるように少し定数を修正して得られた行列をCで表す．次に

C ′ =




0 0 1
1 0 0
0 1 0


Ct




0 1 0
0 0 1
1 0 0




とする．C ′の (i, j)成分をC ′
ijで表すと，それらは以下のようになる．

C ′
11 = 1

16
(−23x5

1 − 2x4
1x2 + 1804x3

1x
2
2 + 4064x2

1x
3
2 + 10640x1x

4
2 + 3200x5

2 + 16x3),

C ′
12 = 135

304
x
9/10
1 (x1 − 10x2)

9/5(x1 + 8x2)
19/30(5x3

1 + 52x2
1x2 + 196x1x

2
2 + 152x3

2),

C ′
13 = 405

3712
x
9/10
1 (x1 − 10x2)

9/5(x1 + 8x2)
29/30

×(25x6
1 + 392x5

1x2 + 2936x4
1x

2
2 + 22032x3

1x
3
2 + 55120x2

1x
4
2 + 64960x1x

5
2 + 18560x6

2),

C ′
21 = 3

176
x
1/10
1 (x1 − 10x2)

1/5(x1 + 8x2)
11/30(13x3

1 + 180x2
1x2 + 420x1x

2
2 + 440x3

2),

C ′
22 = 1

16
(−19x5

1 − 202x4
1x2 + 188x3

1x
2
2 + 7264x2

1x
3
2 + 20560x1x

4
2 + 640x5

2 + 16x3),

C ′
23 = 9

128
(x1 + 2x2)(x1 + 8x2)

4/3

×(13x6
1 − 120x5

1x2 − 360x4
1x

2
2 + 1840x3

1x
3
2 + 45840x2

1x
4
2 + 37440x1x

5
2 + 640x6

2),

C ′
31 = x

1/10
1 (x1 − 10x2)

1/5(x1 + 8x2)
1/30,

C ′
32 = (x1 + 2x2)(x1 + 8x2)

2/3,

C ′
33 = 1

8
(−11x5

1 − 26x4
1x2 + 700x3

1x
2
2 + 2432x2

1x
3
2 + 6560x1x

4
2 + 1280x5

2 + 8x3)

2 この uE は (33)で定まる楕円関数のことである．s = x2/x1 として，(x1, x2)の関数とみている．実際には，
以下では uE は現れなくなる．

21

―�43�―



平坦座標は yi = C ′
3i (i = 1, 2, 3)である．すなわち，

y1 = x
1/10
1 (x1 − 10x2)

1/5(x1 + 8x2)
1/30,

y2 = (x1 + 2x2)(x1 + 8x2)
2/3,

y3 = 1
8
(−11x5

1 − 26x4
1x2 + 700x3

1x
2
2 + 2432x2

1x
3
2 + 6560x1x

4
2 + 1280x5

2 + 8x3)

である．この場合にはきわめて特別なことだが，他の行列成分C ′
ijは y1, y2, y3の多項式になる．

具体的には

C ′ =




y3 − 1
64
y2(9y

10
1 − 5y22)

135
1216

y91(y
10
1 + 19y22) − 405

29696
y91(3y

20
1 − 58y101 y22 − 145y42)

− 3
704

y1(3y
10
1 − 55y22) y3 +

3
64
y2(9y

10
1 − 5y22)

9
1024

y2(9y
20
1 + 90y101 y22 + 5y42)

y1 y2 y3




したがって
h1 = − 9

704
y111 y2 +

5
64
y1y

3
2 + y1y3,

h2 = 27
4864

y201 + 27
128

y101 y22 − 15
256

y42 + y2y3,

h3 = − 81
59392

y301 + 81
2048

y201 y22 +
405
2048

y101 y42 +
15

2048
y62 +

1
2
y23

とおけば，(h1, h2, h3)は potential vector fieldになる．（（注）他の場合には h1, h2, h3が多項式

になるとは限らない．）

Remark 50 LT13の場合の上の議論において，求めた k, ρを使わないで，またそれを未知関
数としたが，その前に求めていた k, ρを使うと，別の potential vector fieldが得られる．しか
しそれは多項式を使った表示にならない．また hij を正の定数と仮定したが，零でない定数と

仮定すると，平坦座標の荷重が負になるような場合になりうる．

Remark 51 α, σを 1次式の冪積の表示に限定したが，そのような仮定をせずに (49) が成り立
つ条件を調べると，それは α, σについての偏微分方程式が得られる．それを直接解くことは可
能かどうかは不明である．

Remark 52 (b)の場合には，LT13の場合の計算と平行した議論によって，potential vector field
を求めることができる．

8.3 (c)の場合について

(c)に属する LT43, LT44, LT45のうちで，LT44が最も簡単である．LT44の場合にポテンシャ
ル・ベクトル場を構成することが本小節の目標である．LT44は θθ = (1/20, 1/20, 1/20, 19/20)
がパラメータで

t =
1

2
+

P (s)

256(s2 − 1)(5s2 − 2s+ 13)u3
,

w =
1

2
+

(s2 − 18s+ 1)(9s2 − 2s+ 9)(s2 − 2s+ 17) + 4(s− 1)(3s− 7)uv

64(s+ 3)(s+ 1)2v

である．ここで

P (s) = 27s10 − 630s9 + 4055s8 + 30520s7 − 174970s6 + 258492s5 − 724490s4 + 600760s3

−1097825s2 + 186570s− 131085
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であり，u, vは次で定まる代数関数である：

u2 = 2(s− 9)(s2 − 1), v2 = −(s− 1)(s− 9)(5s2 − 2s+ 13).

§8.2におけるLT13の場合の議論と平行した議論によって，θθと ta, yaを定める．z̃, ˜̃z, z0, z1, zt
の構成は困難なくできるが，kの決定が大変である．問題点を説明する．

u2v2 = −2(s− 1)2(s− 9)2(s+ 1)(5s2 − 2s+ 13)

であることに注意して，

n2 = −2(s+ 1)(5s2 − 2s+ 13), uv = (s− 1)(s− 9)n

となる sの代数関数nを導入する．このとき，kを求めることは，f = f(s)に対する微分方程式

f ′ = −4(s− 1)− n

2(s+ 3)n
f(53)

を解くことに帰着される．

∫ 4(s− 1)− n

2(s+ 3)n
ds =

∫ 2(s− 1)

(s+ 3)n
ds− 1

2
log(s+ 3)

であるから，
∫ (s− 1)

(s+ 3)n
dsを求められればよい．nは楕円関数だから，簡単にはこの楕円積分

を求めることができない．竹内 ([23])を見れば，これは第三種楕円積分であり，Weierstrassの
ゼータ関数を使えば求めることができるようである．しかしながら，楕円関数に習熟していな

いので，そのような古典理論に帰着させず，少し安易な方法で答えを得ることにする．その方

法の出発点になるのは次の積分公式である：

積分公式: F (s)を多項式，mをm2 = F (s)で定義される sの代数関数．このとき，P (s)が
sの関数であれば， ∫ PF ′ − 2P ′F

m(P 2 − F )
ds = log

(
P +m

P −m

)
+積分定数

この公式は，両辺を微分することで確かめることができる．この公式を使えば，(53)の fを
求めることは

「F (s) = −2(s+ 1)(5s2 − 2s+ 13)の場合に

PF ′ − 2P ′F

P 2 − F
=

2(s− 1)

s+ 3

が成り立つような sの有理式 P (s)を求めよ」
という問題に還元される．これは P についての非線型微分方程式とみなせるが，問題を易

しくしたのかより難しくしたのかわからない．ところが，この場合，P = 8(s+ 1)がその解に
なることがわかる．したがって

f =
(n+ 8(s+ 1))1/2

(s+ 1)1/4

が微分方程式 (53)の解になることが結論される．このあとの議論は，複雑だが §8.2 の議論の
ように進んでいく．ρ1, ρ2も同じようにして求めることができる．そして，(46) で定義される
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α, βを定めることが問題になる．実際には αを決定すればよいことになる．αを求めるには，
(49)と同じ等式が成り立つようにすればよい．これから，αに対する微分方程式系が得られる．
それは x1, x2を変数とする 1階偏微分方程式からなるが，実際には s = x2/x1についての 1階
常微分方程式に還元される．それは

f ′ =
R(s)

n
f

の形のものに帰着される．ただしR(s)は sの有理式である．これは (53)と同じ形をしている
ので，上記の積分公式を適用できる．したがって，このRに対して

PF ′ − 2P ′F

P 2 − F
= R(54)

を満たす sの有理式P (s)が求まれば，αが決定されることになる．(54)を満たす有理関数P (s)
を求めるには，ある種の環論の問題が派生する．R = C[s]を多項式環とする．それに nを添加
した拡大環 R̃ = R[n]における因数分解の問題である．それに少しばかり言及する．
「L1, L2 ∈ Rに対して，L2

1 − L2
2F がR上で可約とする．このとき，L1 + L2nは R̃上で可

約か？また具体的に可約分解の因数を求めることができるか？」

この問題は有理関数の部分分数分解と関係して，楕円積分を計算する上で必要になる．ま

た，最大公約数を求めるユークリッドの互除法にあたるものも環 R̃で取り扱う必要もある．い
ずれにしても，この場合には (54) の解になるような P を求めることができた．Rを与えずに
P を示すのはおかしなことではあるが，P として

8(1 + s) ·

(
1254989 + 6306687s+ 5188500s2 + 3469260s3 + 2006118s4

+1272114s5 + 858372s6 − 156420s7 − 15435s8 + 903s9

)

(
−1719119 + 2622483s− 16118460s2 − 498180s3 − 6870978s4

+1280106s5 + 1037748s6 + 102060s7 − 21735s8 + 987s9

) ,

−3(1− 18s+ s2)(319− 340s+ 386s2 − 132s3 + 23s4)

40(−9 + s)(−1 + s)2(−7 + 3s)

などをとった場合に (54)の右辺にくるものがRである．正確にはもう少し込み入った式の計算
になる．以上のようにして，積分公式 を使うことによって αが求まる．したがって，§2 で定
義した行列 C がこの場合に求まった．C の具体形はかなり複雑であるからここではしないで，
平坦座標 (y1, y2, y3)だけを与える：

y1 =

(
x1(8(x1 + x2) + nx1)

2

(x1 + x2)

)1/4

,

y2 =
y1x1(8(x1 + x2) + nx1)

10(x1 + x2)(3x1 + x2)3

×
{

8(7x1 − 3x2)(x1 + x2)(147x
4
1 − 492x3

1x2 + 306x2
1x

2
2 − 236x1x

3
2 + 19x4

2)
+nx1(2211x

5
1 − 795x4

1x2 − 3858x3
1x

2
2 + 4090x2

1x
3
2 − 641x1x

4
2 + 17x5

2)

}
,

y3 = x3 +
1

209




−20738937x10
1 + 47688770x9

1x2 − 173251805x8
1x

2
2 + 118244440x7

1x
3
2

−116077730x6
1x

4
2 + 47055756x5

1x
5
2 − 26451730x4

1x
6
2 + 4655320x3

1x
7
2 + 471515x2

1x
8
2

−88830x1x
9
2 + 4143x10

2

+80nx2
1(x1 − x2)

2(9x1 − x2)(x
2
1 − 18x1x2 + x2

2)(191x
3
1 + 103x2

1x2 + 133x1x
2
2 + 21x3

2)


 .

x1, x2, x3の重みは1,1,10とみなせるが，このときy1, y2, y3の重みは1/2, 9/2, 10である．potential
vector fieldを (h1, h2, h3)とすると，

h1 = y1y3 +
y1

17556(3x1 + x2)
· h(0)

1 , h2 = y2y3 +
9y1

24244
· h(0)

2 , h3 =
1

2
y23 +

3200

17603443
· h(0)

3 .
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ただし

h
(0)
1 = −(368251179x11

1 − 1404357197x10
1 x2 + 1286146325x9

1x
2
2 + 431485525x8

1x
3
2 − 2572689650x7

1x
4
2

+2861791742x6
1x

5
2 − 2049792726x5

1x
6
2 + 927643530x4

1x
7
2 − 243176105x3

1x
8
2 + 31366175x2

1x
9
2

−1591247x1x
10
2 + 18001x11

2 )
+80nx2

1(x1 − x2)
2(9x1 − x2)(x

2
1 − 18x1x2 + x2

2)
×(13105x4

1 − 14412x3
1x2 + 15934x2

1x
2
2 − 5596x1x

3
2 + 953x4

2),

h
(0)
2 = (x2

1 − 18x1x2 + x2
2)

×(7390562277x12
1 − 28149561508x11

1 x2 + 45151812802x10
1 x2

2 − 50909495972x9
1x

3
2

+48405491859x8
1x

4
2 − 34108610952x7

1x
5
2 + 15331992252x6

1x
6
2 − 4807298856x5

1x
7
2 + 188394843x4

1x
8
2

+756688044x3
1x

9
2 − 145003614x2

1x
10
2 + 5683020x1x

11
2 + 153357x12

2 )
−16nx2

1(x1 − x2)
2(9x1 − x2)

×(8396297x9
1 + 278321211x8

1x2 + 20293668x7
1x

2
2 + 311113884x6

1x
3
2 − 43331058x5

1x
4
2

+82982682x4
1x

5
2 + 18259476x3

1x
6
2 − 13456692x2

1x
7
2 + 924849x1x

8
2 − 17853x9

2),

h
(0)
3 = 4(5805537606717x20

1 − 4945717131560x19
1 x2 + 3218561255964x18

1 x2
2 − 19383322867700x17

1 x3
2

+131586987890759x16
1 x4

2 − 117212765751488x15
1 x5

2 + 127112936490624x14
1 x6

2

−76329158661232x13
1 x7

2 + 66871690769154x12
1 x8

2 − 37916062432912x11
1 x9

2 + 27465941492248x10
1 x10

2

−10704756193272x9
1x

11
2 + 2649810776494x8

1x
12
2 + 276315249408x7

1x
13
2 − 875545327776x6

1x
14
2

+262874989328x5
1x

15
2 − 27685782831x4

1x
16
2 + 862616440x3

1x
17
2 + 32205804x2

1x
18
2 − 2380980x1x

19
2

+58875x20
2 )

+nx2
1(x1 − x2)

2(9x1 − x2)(x
2
1 − 18x1x2 + x2

2)
×(7093915715x13

1 − 37449331351x12
1 x2 + 6455027242x11

1 x2
2 − 88250214970x10

1 x3
2 + 5037788385x9

1x
4
2

−56598460325x8
1x

5
2 − 2900522852x7

1x
6
2 − 11619697756x6

1x
7
2 − 1190842795x5

1x
8
2 − 440359665x4

1x
9
2

+420608410x3
1x

10
2 − 6420426x2

1x
11
2 − 525273x1x

12
2 − 66675x13

2 ).

LT43の場合にも同じようにしてポテンシャル・ベクトル場を計算できると期待しているが，
まだ実行はしていない．LT45の場合には何ともいえない．

Remark 55 この研究では数式処理システム Mathematicaを多用している．このシステムなし
ではできない計算が多々あったことに注意しておく．
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