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Wenn die Kénige baun, haben die Khirrner zu tun Kiyoshi Oka war eig
Konig. Sein Reich war die F i heorie mehrerer p Verlinderli
" chen. Er I8ste Probleme, die als unangreifbar galten; er entwickelte Methoden,

desen Kithnheit die Milwelt bewunderte. Oka gab der komplexen Analysis
b ncues Leben Seine [deen wirken fort, weiterentwickelt von Mathematikern, die

- selbst Konige sind.

OKA hat stin Werk in franzdsischer Sprache in zehn Mimoires niederge-
legt. Das Studjum der Origi ist schwer. Die Okas ist nicht,
wie JAcOBI ¢inmal formulierte, cine Wissenschaft, bei der sich alles von selbst
versteht. OKA war, um mit KRONECKER zu sprechen, .Konig und Kirmer
zugleich®; scin diesem Band vorangestellter Spruch war sein Motto. Okas.
Mathiematik bedarf der Interpretation. GOETHE spricht einmal von der Dumpf-
heit des Genies, das Dinge schaut, ohne dem Geschaoten sofort den Karen
Ausdruck geben zu kinnen. Klarbeit wird erst alimihlich durch spitere Atbeit

gewonnen.

Bereits 1960 edierte Y, AKIZUKI ¢inen Band Sur les Fonctions Analytiques
de Plusteurs Variables mit den ersten neun Okaschen Arbeiten in ihrer Origi-
nalfassung (twanami Shoten, Tokyo); er schreibt in sciner Einleitung: .1e suis
heureux d'avoir pu ainsi participer & la réédition de ces travaux qui représen-
tent une i i ibution au dével de notre Science.” Ich
schitze mich ebenso glicklich, vom Springer-Verlag mit der Herausgabe des
niier vorgelegten Bandes betraut worden zu sein. Aufgenommen sind dic zehn
bekannten Artikel sowic zwei weitere kurze Noten von OKA, Bis auf die Notc
Sur les Fonctions Analytigues de Plusieurs Variables, K5dai Math. Sem. Rep.
‘Nes. 5-6, Dec, 1949, dilrfte es sich nm alle gegenwiirtig zugioglichen mathe-
matischen Arbeiten Okas handeln,

R. NarasimHAN hat sich der groBen Mithe unterzogen, die Ubersetzung ins
Englische zu besorgen. H. CAXTAK, der wic kein anderer das Okasche (Euvee
kennt, hat das Gesamtwerk und jeds cinzelne Arbeit kritisch kommentiest.
Beiden Kollegen gebiibrt Dagk filr ihre selbstiose Berejtschaft. Wir boffen, der
mathematischen Welt das Werk eines Mannes niherzobringen, der cinen so
grofien Einflufl auf unsere und dic jlingere Generation gebabt hat.

ety

Milnster (Westfalen), 18.September 1983 R REMMERT

i
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H. Carkon

Sur I'QEuvre de Kiyoshi Oka

L'ecuvre mathématique de Kiyoshi Oxa (1901-1978) s'échelonne sur pres-
que trente ans, de 1934 & 1962, Elle est tout entitre consacrée aux fonctions
analyligues de plusicurs variables complexes, Liintérét d'Oka pour ce sujet
remonte peut-fre au séjour qu'il fit 4 Paris en 1929, séjour qui lui donna
P'occasion de rencontrer Gaston JuLlA. Est-ce pour celte raison qu'Oka gcrivit
tous ses mémoires en frangais, & vrai dire dans une langue frangaise un pew
particuliése qui lui est bien personnelle, mais 4 Iaquelle avec un peu d'excrcice
on figit par s'habituer? Cette coutume de publier en frangads, il 'a 1éguée & ses
éldves et aux Eldves de ses éléves.

La publication, e 1934, de la hie de Beunke-THULLEN fajsant le
point sur Iéint de fa théaric des fonctions analytiques de plusieurs variables
complexes 4 un moment crucial de son développement, el mettant en évidence
fes principaux problémes ouverts 4 cette époque, semble avoir joué un séle

i dans Porit i es b

d'Oka: if s¢ fixa pour tche de
xésoudre ces pi difficiles, tache quasi ine. On peut dire qu'il y
réussit, surmontant o aprés Iautre les obstacles redoutables qui sc trouvaient
SUr $1 roue.

Mais il faut avouer que les aspects techniques de ses démonstrations et le
mode de présentation de ses résultats rendeut gifficile la tAche du lectenr, et
que ce n'est qu'au prix d'un réel effort que Pon parvient 3 saisic la poriée de
scs résultats, qui est considerable, C'est pourquoi il est peut-etre encore utile
aujourd'hui, en hommage au grand cxéateur que fut Kiyoshi Oxa, de présenter
Pensemble de son eavre.

En 1961, Ia maison d'édition joponaise Iwanami Shoten vait &dité un
volume publié par les soins du professeur Yasuo AXIZUKL, sous Je titre: «Sur
I¢s fonctions analytiques de plusieurs variables par Kiyoshi OkA», Ce volume
réunissait, sans commentaires, les ueuf mémoires, numéroiés de 1 3 IX par
Tauteur [ui-méme, parus eotre 1936 et 1953, On en trouvesa la fiste ci-dessous.
Curicusement, ce volume publié du vivaot d'Oka et visiblement avec son
consentement, ne conteénait pas un article publié dés 1934 dans le Journal of
Science of Hiroshima University (4, 1934, p. 93-98) sous le titre:

«Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes, ete.».

1l semble que cet asticle était une premidre €bauche d'un sujet qu'Oku
devait reprendre plus tard dans une publication postérieure au valume de 1961,
sous le titre:

«Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables

X - Une mode nouvelle engendrant les domaines pseudoconvexesy
(Japanese Journal of Mathematics, XXX, 1962, p. 1-12).

Le volume de 1961 ns conlenait pas non plus une Note parue en 1941 aux

Xu

e

i

bl ikt s




-;‘ Proceedings Imperial Academy Tokyo (vol. 17, p. 7-10), qui en fait annongait
7" les tésultats du roémoire V1.

4 Enfin, je posstde un bref manuscrit de la main ¢'Oka, remplissant deux
pages grand format, sous les numéros X1 et XII, mais ne comportant aucen
5" titre,

B> Comme les titres des articles d'Oka ne permetient pas toujours d'avoir une
b idée de Jeur contenn véritable, je tentemi d'exposer, pour chacun deux, un
résumé des principanx résultats, en wiilisant la terminologie en usage aujour-
B - d'hui, ce qui, je Pespére, facilitera 1a tche du lecteur.

Psla

Henri CARTAR (aodt 1982)

Sprmsty
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is & holomorphic function on 4, for every n. We can thercfore expand 2,((x)
on 4, in & series of functions holomorphic on the given domain D in view of
the preceding proposition.

After what we have seen 5o far, we can complete the proof exactly ns for
o Ylindrical domains 4. We shall not repeat this. QED.

7 TheoremIL Under the conditions of Problem 1 formulated in No. 1, we can
" find a holomorphic function of the n+v variables x,, y; on the cylindrical do-
main (C) having the value f(M) for any point M on the variety .

‘We shall say, in fact, that Problem I or II given in No,1 is completely
solvable if it is solvable for (C)m(C) or 4'=4 respectively.

Consider Problem I, It is checked immediately that all the connected com-
ponents of the region 4 satisly the conditions imposed on the domain D in
TheoremI. Problem IT is therefore completely solvable for any connected com-
ponent, and consequently for 4 itself, by definition.

As for Problem 1, the reasoning given in No.2 remains applicable to the
present situation without modification. From this, in veiw of the preceding, it
follows that jf Problem ! of any order smaller than v i completely solvable, so
is any Problem I of order v for any ¥>1, and, for va1, it is always solvable.
One can therefore solve Problem i completely. QED,

Commientaire de H. Cartan

Une des idtes I'OKA consiste & réaliser certains domaines de € comme
sous-variétés analytiques dans des polydisques de dimension plus gmnde. Il le
fait ici pour les domaines définjs, pour x=(x)eC", par
(@ 4eX, RAeY, (15iSn 15/,
oil Jes X, ct Ies ¥, sont des domaines de €, et oi les R, sont des fonctions
rattomnelles, Un tef domaine 4 est isomorphe & 1A sous-vafiété Z du produit

c-q:}x,uq“u,;

définic par les équations ;=R (x).
L'auteur prouve les devx théorémes suivants:

Théoréme]. Le premier probléme de Cousin est résoluble dans un tel do-
maine 4.

Théorémell. Toute fonction holomorphe sur Z est induite par une fonction
holomerphe dans C.

™) Oscoon, §26 of Chap 1L

D S 11 i

L Rationally Convex Domnins
Domacnes convexes par rapport aux fonctions ratiooelles

Journal of Scienco of the Hiroskima University 6 (1936) p 245255

¢Recevad L Miy 1936 )

Introduction. Despite recent progress in the theory of analytic functions of
scveral variables, severnl important matters remain more or less obscurs, most
notably: the kind of domains for which the theorem of Runge or those of Mr.
P. Cousty remain valid, the relationship between the convexity of Mr. F. Har-
T0GS and that of Messs. H. CARTAN and P. THULLEN"; and there are intimate
relations between these matters. The present memoir and those which will fol-
low are meant to treat these problems.

Now, I have noticed that one can sometimes reduce the difficulty of these
problems by raising suitably the dimension of the spaces in which one works.
In the present memoir, realising this general idea in a special case, T shall
establish a principle which, 5o to speak, reduces the study of the domains of
the title o cylindrical domains of higher dimension. (For the cancrete form of
this principle, see Problem I of No, 1)

Once the principle is established, one can deduce that the theorem of Mr.
P. Cousiy concerning prescribed poles remains valid for the domains of the
title. (For the exact form of this resclt, see Thearem I of No. 5) The converse is
also true. I shall actually prove these theorems simultancously by & process of
induction. Using the above principle, one also recovers immediately the Runge
theorem for these damains, which was expounded by Mr. A, WaL?,

Thus, I shall be cancerned, in the present memoir, with the interior of do-
mains which are convex with respect to rational functions; this will enable me
At the same time 1o investigate, under less restrictive hypotheses than hitherto,
some lermmas which are indispensable to me.”

L Definitions. In the space ((x)) of n complex variables x,....,x,, let us
consider the region® 4 defined by

@ REX,  RANEY, (iml2 . miml2.)

where X, ¥) are univalent (schlicht) bounded domains® in the plane, and
R,((x)) are rational functions. For simplicity, we shall say that any region
which can be described in such a way belongs to the class (R,). Given a region

") Set the book of Messma. H. Berexks and P. THULLEN: Theorle der Fubtionen mebscrer komple-
xer Verdderliche, in particulac on pages 31, 68, 9.

%) Sur les sértes de poimmomes de decx reriables complexes. C.R. Acad Sci, Paris 1932, Linégrale
de Caucky et lex fonctions de phisiesrs coriobles. Math. Anralen, 1935,

%) As for the generalisation of the theorema of Mr, P Cous, T think that ene can do this esing
the integral of Mr. A. Wert. cited above.

%) I what follows, an open #ct wili be called domain of region (0 dintingwish betoeen when it is
Xnowa 10 be comactod and mhen It it Rot: it i understood that the regions (domains) of thix
memois are, withowt exception, amivalent

2

AGEN L o

Spreags

La méthode de démonstration est a suivante. On appelis probléme f dordre
v ¢ probléme qui consiste & trouver, pour tout ouvert C' relativement compact
de C, une fonction holomorphe dans C* qui induise, en tout point de ZAC,
une fonction f donnée, holemorphe dans Z. On appelle probléme 11 d'ordre v
le probléme qui consiste 4 trouver, pour tout cuvert C' relativement compact
de C, une fonction méramorphe dans £ C qui admetic des parties prin-
cipales données dans Z. (Dans ces formulations, v désigne le nombre des fonc-
tions R,.) Alors OxA prouve:

(i) si les problémes 1 et II ont une solution pour tout entier v<k, le
probléme I a une solution pour ymk.

(i) si le probl¢me I a une solution pour tout entier ¥k, il en cst de méme

du probléme IL
La i tmes I ct 11 ont toujours une

st &vic que les
solution,
Pour prouver (i), OKA se sert de la méthode de Cousm¥, qui utilise
Pintégrale de Cauchy.

11 reste ensuite # faire m passage 4 [a limite pour obtenic les théardmes I et
1I (e lectenr notera que c'est la solution du probléme II qui conduit au
théoréme I, et vice-versa).

Lz théordme 1 avait &€ annoncé sans démonstration, au moins pour nm=2,
par H. Cagran dés 1934 (Comptes Rendus Ac. Scicnces Paris, 199, p. 925~
927

Le théordme If entraine aossitét que loute fonction holomorphe dans 4 est
développable cn série de fractions rationneltes qui converge uniformément sur
tout compact de 4; plus précisément, ces [ractions rationnelles sont des poly-
nbes en les x, et les R{x). On en déduit: dans tout domaine convexe par
rapport & une classe K de fractions rationnelles, toute fonction holomorphe est

en séric de pol. en les données et les fonctions de K.

10
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o8B _
o Sur les { de pl variables. by
N VI- Damaines pseudoconvexes, M
G5 L%
par . N
JE— Kiyosi Oxa & Kimimura, Kisya. B
Introduction. En 1906, F. llartogs a ¢écouvert une restriction 13

THE trds curisuse, & laquelle sont soumis les domaines d’bolomorphiei '),
et par cotte découvorte mnbme, je ponse, a commench la développe-
- ment récent de ‘la théorie dea fonctions analytiques do plusicurs

TOHOKU MATHEMATICAL JOURNAL e ———

des dilfarentes branches de la théorie, par E. E. Levi, G Julis, W.
Saxer ct l'autour(*). Nous appelons tout domsine restreint de ce

+

Founded by
mode d'8teo pscudoconseze(*).
T. Hayashi , La convexité de catte sorte admst d'dtre eritiquée d'une mavitre
Edited by i locale. Or, on 1982, H. Cartan at P. Thullen oo trouvé que les
domaines d'holomorphie sont eucare, en un certaiu sons, glabalement

convexes(*). El grdce & cotte propriéis, mous venons d'élablir
plusicurs théordmes globaux par rapport sux domsines d'holomor
ph:e( ).

M. Fujiwara T. Kubota Y. Okada
T. Takasu S. [zumi T. Tannaka

(1) P Hurtogs, Binigs | aus dor
Vol. 49 het Panktionsn mohterer Vorinderlichen, 1906 (unch Berichie.)
; . %) E E Levi, Smdil sui punti smpolart essenliail dolle funzionl aoalitiche
/95 - & Rﬁ}f:éed"fuﬂ‘ 4i dus © pld varisbill complesse, 1910 (Annalt dI Matematica)
February, 1943 G. Julls, Sur les (unilles do lonctions anaiytiques do plusicurs variables, 1020.
4 (Actu mathorautica)
W. Saxor, Sur les amilles do fonctions méromorplies do plusieurs variablue,
1031 (Cowptes rendus, Paris )
K. Oka, Noto sur les txmilles de Woneslons aa'ytiquos multformes etc., 1034
(Joumal of Ecience of the Hiroshlma University )
(%) Pour lee dowsins univalents et Bnls, nous Iavons dofinl & Mémotrs IV,
voir; No. 10, Mémolre actuel

(*) Etls réciprogue  Volr
H CartanP. Thullen, Beguladtdts und Konverysosbereieh o, 1252 1 Maihe-
matische Annalen) Pour dée, voir:
H. Cactsn, Sur lea domaines d'existence do fourtions de plusieurs variablev
complexes, 1631 (Bull Socléut matbématique, France.)
A : (%) Mémolres précidents des pmemu mrmb- L~ Domaines converes
THE TOHOKU IMPERIAL UNIVERSITY 4 par rapport sux fozctious
II1-Pussibio probiime de Cousta, nm (Jwrml cl Sclence of the m,w::m
SENDAL, JAPAN. University.) 1V. nvoxes,

1941, V—Llntégrals dtClurhy, 1941: (Jepanese Sournar of Masherosticns

LKAV %8

(YOSt OKA: FONOTIORS DE PLUSIEUBS VABIABLES c §
® e . With the Author’s Compliments Y
L'auteur pouse que cotte conclusion sora pussi indépendants des ; g
nombres de variables complexes. a.-
F

FIN.

L'Institut Mathématique,
L'Universit Traperiale do Kydto.

K. OKA. lla
. . Sur I fonctious analytiques de pleusiours variables ol
(Requ le 25, Oct. 1941) )

Extracted from
THE TOHORY MATHEMATICAL JOURNAL, Vol. 49, Part |,
tounded by T. Havaeny, editod by M, Fusrwana, T. Kcpora,
Y. Orapa, T. Tagasv, 8. Izoms, and T. Taxwaka, College .
of Science, Tohoku Lmperial University, Sendai, Japan, ’

. May, 1942 7’2
T ‘4‘
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Sur les fouctions analytiques ds plusicurs
variables.
Il—Domaines d’holomarphie.
Par
Kiyosli Oka
{Hega Décembro 10, 1685

duction. — J'si traité dans lo mémoiro précédent’ fe sujet do
domalnes convexes par rapport aux fonctions rationnelles. J'examinerai
walatenant 12 méme quesilon concernant kes fonctians bolomorphes; et
cec! sers fail en appliquant la méme idée, c’est-3-dire, ex passaal aux
espaces supdricurs.

Dans lespace de plusieurs variables complexes, &tant donnéo une
région univalente bornés ¢t canvexe par rapport & un nombre fin de
fouctions holomorphes, on en constrult la multiplicitd £ dans ux espace
supérienr, d'aprds b procids adopté précédemment. Clost pour cette
‘maltiplicité £ que aous oburvuens pxéekémub le mode de convexité.

Alalded o précbdent, noxs trow-
verons comme conséquence que la nwltlplicits £ est en quelque sarte
convexs par rappart aux palyndmes. (Voir le théortme [ du No. 4). A
notre avis, endl eat un falt fondamental ex s qut concerae les domaines
'holomorphie.

D'od, en vertu d’un théoréme biea conu do MM, H. Cartan et P.
Thulken,? o potrea facilesent donner & un dos problémes non résolus®
de la théorio du titre la solution aflirmative; 3 savolr que e théarkme de
M. P. Cos bes po pour ks domaines
d'holomorplic, vnivalents ¢t botnés.

1. Généralitéx! — Considérons l'espace ((2)) engendré par »

1Ge joursial, € (1936).

"o cité précidemmen.
e POurrat de AL 11 Behale ot P T, 68, cité pricidenment.
“Dass e suiter,

vt qul st ou wow; peut simpliler Je angago s sous-

certalnemen conpere
entelrs que ks #da-(a-m)mmawmnh-m wauf das
e cax ou b sdeiproque ser

A
=-
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Norgoet[1]. It is an fmporrant fearure of the methods used here that they solve
the first Cousin problem directly in psendoconvex domains. This makes it easy
10 prove that these are domains of holamorphy. In doing sa we alto prove that they
are characterized by the existence of solutions (o the equation 3a = f for every form
with I = O (cf. Serre [3]). Techmiques similay 1o those used here were At pro-
posed by Garabedian and Spencer [1] in analogy with the Hodge-de Rham-Ko-
daira decomposition of forms on Riemannian manifolds. The basic a prior estle
mater were finit proved by Morzey (1] for (0, 1) forms and by Kohn [1] in the geo
nenal case. (A simplification due to Ash [1) of the proof of Kohn [1] will be used
in Chapter V.) Kokn [2] also proved some theorems on boundary regularity res
quired in his approzch and that of Morrey; a simplificd proof has been given by
Rohn amd Nirenberg [1]. The technique of using weight Runctions to modify the L3
Sorms gaes bick to Carkeman In ather areas of the hcory of partal diferential equs-
tigns. it by Harmander |1}
dxﬂknlliu referred 1o -bem and to prove sharper results. Related arguments are due
d Vesentini 1. Me LY norms am given
o vction 4.4 with = few appikcations. Theorem 4.4.4 s doe to Bomblerl [1]; Tor
further applcations we refer to Skod [1,2} The imparient featurs of Theorem 443,

sets considered. As an applicztion we give a wwi due 1o mnlmn 12), m of the
theorem of Siu (1] an the Lelang numbers of plurisubharmonie functiont. Our
presentation also cantains some arguments from Lelong [2), We refer to Siu (1) and
Lelong [2) for more feneral versions concerning closed positive currents, and for
T section 4.4 can also be used to study
tles of entire ml}lk Tunctions (see Sigurdsson [1]). Ax & simple spplicxtion of the
ion 4.4 we prove in section 4.5 a theorem on analytic [unctionaly due

10 Pélya [1) Iot one complex variable and 1o Ehrenpreis [2] a0d Martineat {1] in
general. Using results of Martinean {1), Kiselman (1} hars siudied when there Is o
unlque mialmal carrfer for an analytic functional. For spplieations of amalytle func.
tionals, sec e.5. Enrenpreis 3], Malgrange [3].
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entire analytic function U in C** such that U = nin X and
1o e=2esn + |ofty3da < o,

where dA is now the Lebesgue measure in €2 By Theorem 22.3 this
implies that

4.5.14)
Now set

Uty < € et + oy

F(0) = VOO

where ¥ is the Fnumr—Laplaue transform of a non-negative function
1€ C,™(C) with support in {2:]z] < £}, such that x only depends on |z
and the integral of x aquals 1. This means that 3(0) = L and that 0is
a function of 8,2 4 .. + 8,2, which implies that 7 = 1 in X. Hence ¥
satisfies (4.5.11), ﬁnd sinrx by the Paley-Wiener thecrem

11} s Cull + o)~ e

for every N (this is proved by partial integration), the estimate (4.5.12)
with £ replaced by 2 lollows from (4.5.14).

MI() = cos{2 /T, d i
lypc. Smcc lcostl < & for every camplex ‘number 1, it follows that

MO} S explafil + asllal) Wayap = 1 and a2, > Q

Hence the analytic functional u for which 7 = A7 is carried by the set
{(2122)i kil € @1 [2:) < @;} i @y, = L The intersection of these
carriers is the ongm, but it is clear that u is not carried by the origin
since M(C,{,) is of exponential type 2 Hence there need not exist a
smallest convex set which carries M except in the case 7 = [ where the
Borel transform of M can be continued analytically to the complement
of the intersection of all convex sets carrying g, which proves that p is
carried by the intersection.

MNetee. Existence theorems for the Cauchy-Riemanm equations in domains of
Tolomorphy (stated as solation of the first Cousin problem) were finst proved by
Oka [2]. He ll!o pm\ﬁ an approximation theorem for functions analytic in a
neighborhood of & holomorph-convex compact sub!cl For a smaller class of

domains this is due 1o Weil {J] The_identity of psrudoconvex, domains and )

doains of holomorpy was pro much later !1 ()[h 5], Bremennarm (2] and
[ix]

Harmearics
Vd “N&’ Seplember, 1938
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ON LEVI'S PROBLEM AND THE IMBEDDING OF
REAL-ANALYTIC MANIFOLDS

By Haxs Gravgsr
(Realved Mzmh 19, 159)

[nh-odu:ixan " ﬁ"\_,

In1911E. E, Lavi [18] showed that the ‘boundary ot » doimain 9f hdle:

morphy ia not arbitrary. It satisfles ce.rt.un conditidn f ‘convexity and

is ealled psoud * Thep is 2 Tocal proper-
ty. To prove that a domaln with twice dxﬁarentmble boundary is pse)!do-
gonvex it is only necessary to verify that soma differential nequalitics
are satisfied (see [3]).

For more than forty years it was an open problem ‘of the theory of
savoral complex variables whether the Levi conditions are sufficient for
the domains of holomorphy. At first the problem was solved for special
domains, After rafuting a counter-example of Blumenthal, H. Behnke

RN

proved that Levi's is true for }2-dimensional circular
domains [1]. The first mml remnlt, however, was not obiained until
ka showed :_sach peeudoconvez domuin G of the 2~

dimensional 4s.a_domain of holomorghy, The /7 T
‘problem was solved, for_the case of dimension 1 K J
Norxnet[iﬂ] i@ K. Oka [27] sven meﬂ as
that every rery unbranched (not necesxarily-&chlicht) psendoconvex domain

over the n-dimensional complex number space C* is 5 (holomumhmny

zonvex) domain of holurmrphy. Fo lomaing and domains in the

close: that js, in the 2] B*, the
_problem js still unsolved,

Using plurisubharmonic functions it eam essily be proved that each
psendoconvex domain GO can be oxhausted by strongly pseudoconvex
domains G, C C G (seo [23]). By a theorem of H. Behnke and K, Stein
m-%e_wﬂqmmm s aguin B domain of holomorPhY..

Sa ¥ ectre has to be verified only for strongly pseudoconvex
domalns (for definitions see §1).

In this short paper relatively compact, sirongly pseudomvex Bub-

domains G of complex manifolds I are considered (without any assump-

T Thernan itions of Sea [

T Th 3
1 K, Oka bas armosmeed that the answer is also ™ yes ™ for these ees.
460
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3 In 11 ANA 861 O 1w LpNOLLD).  SUILE 41 LEB L 4 41U GUU B Wiksaan
follows that & C C. Furthermore, C G P.

Since PN G # & and (C* — G) NP # @, by the lemms there i3 a point

5 €8CNIGN P (see Figure 1L6).

Figure ILE. G is not Harlogx convex

Let f be an arbitrary bolamorphic function in G. Then f|o 15 also holowor-
ybm,andbythnmﬂmﬂtymmmmithaslhdmmphucxmdemP
Since P is an open connected ueighborhood of z;, we obtain that f is not
completely ainguiar & z;. This completes the proof by contradictlon. «
1¢ follows, for example, that overy convex domain is Hartogs convex. As &
consequence, wo sea that every ball is Hartogs convex.
1.11 Thoorem. Every domain of holomorphy is Hartogs convex.
Ths proof is trivial.
For the converso of thia theorem ons has to construct on any Hartogs convex
damunlghbdhﬂlomorphmiun:ummbewmmwmyhulyshgulun
every boundary point, something that is rather difficult. It was done in 1010
by E.E. Levi In very special cases. The general case is called Levi’s problem.
lnwﬂ!( Olea gave & proof for n = 2. At the beginning of the 1950s Ok,
emermaan, and Norguet solved Levi's problem for arbitrary . It was gen-
‘Weﬂgwubycu(z)mnmmudmmotumummu_
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for complax manifolds (H. Grauert, 1958) and comp\zx spaces (R

eralized
1962). Finally, in 1965 L.
N spos sad partil diffrential equations.
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Quelques souvenirs
par Henri Cartan

Milnster/Westfalen, le 9 octobre 1978

. R NRD
Glackwusschadresse zar Vollendun des 80. I;:u;tﬂmllamﬂcmk Ein Jabe splter. am 10
Qsober 1979, mmmsmm}nwmumm[
o 3
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Cher Heinrich,
Mesdames, Messiears,

Ma premidre rencontre avee Heinrich Behnke se situe 2 Minstez, au mois
Les rencontres entre Allemands @t Frangais n’étalent pas ms fréquentes & ::ﬂ':n epoqu] 93:-
Ce jeune professeur de 32 ans svait déeidé de faire de 1"Université de Minster en ccntm
vivant pour les mathématiques, et il avait su grouper autour de lal un cercle de jemes
chmlmzs ol :r:vd:s deux sexcs. Pour eux il avait organisé la visite d'm jeune Francais de
B it cong on progratme de travail chargé, puisque le visitear devait donner,
ans Tespace d'ane semine, quatre conférences d'me hears en allomand et e
mffm en Frangais, sans parler des conférenciers allemands et d'une excursion ¢n
Combi?n vivant reste en mol le souvenic de la vieille ville de Minster, si i
u!.wrs' ors artistiques avant les destructions de Ia guerre, fo sowvenis du f:;;;cc:: :l:
: Umv:::: sur Ia Domplatz, le souvenir du Professeor Behnke, muni d'on chapesu &
d:‘?:’le Pm.dt‘i‘épassanl d‘c 53 haute stature la petite cohorte de ses éldves en promenade
Qu'est-ce donc qui m'avail vala cette jnvitation fl
avaient ‘éré ausst conviés des mathématiciens de villes vt::;’:: ’: ;{lﬂ;ﬂ[ﬂo‘:lc .::ulei
publicaion dme Note aux Comptes Rendus o o démontrss qus ot Eomorplis
holomorphe d'in domeine corclé bomé sur un sutre domaine cerclé, dans Inqnd“l':
centres des domaines s& correspondent, est néecssairement findaire. Ce résultat avait &
peu auparavant démontré par Heinrich Behnke par une sutre méthode, mals soas
oﬂulncs hypothises restrictives, en fait imutles. Cette visite 3 Manster me permit de
découvtir un centrm actif &t vivant comme 1l n'en existait pas en France & cette
gpoqwu. de voir un maitre proche de scs éldves, sachant lear poser des problémes
lnlércs!nb et consacrer le lemps nécessaire pour discuter avee eux, sans d'nillenrs que
ces relations nuisent A Ia déférence que les £Rves devaient porter su maltre.
Cest lon.de cette visite de mai 1931 que je fis Ia connaissance de iuluxs amis,
comne Gotid Kdte, Stfm Begrmam, mexor e philoope i Sz i
in, si sensible, s §onfﬁ'mt parfois. Et c'est 1A surtout que j’sppeis & connaftre Peter
E::!ku’;'] e;l:: dm :u Profcsscur Behnke, jeune mathématicien de 25 ans
sde;:ﬂﬁqn&pnh el g:c":v::: pour Iui et moi le début d'une collaboration
. Je quit _}{[nnseumm.mmid‘nnbe:uwlnm lein de lucti
;gilnm mtm:qn:; de In ville de Milnster, don de Heim'icﬁ Behnk:mc‘:d limmg;:i'l
v}e(lhmm Bdﬂ; mﬁn pendant la guerrs & Strasbourg; mais 44 ans plus rard, mon
s uw.mmiw‘mmjubqumym 1975, devait m'apporter tn autre livre
Je revis Heinrich Behnke & Ziirich cn septembre 1932, an congres i i
e e N international des
e encontcs anée st Aot o e 4
Puis vinrent les années de I'hitléristme, qui ne nous sépardrent pas pour mutant.
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Heinrich Behnke vint en Frmee pendant I'été de 1937; it nous rendit visite, & mon pére et
3 motméme, dams e et village de Dolomica (entre Lyon et Grenoble), ob &t né
Elie Cartan et od il avait fait canstruire une maison pour les réunions famillales des
acanees d'été. Heintich Behnke 3'est souvent plu & évoquer plus tard le calme paisible
de cette rencontre, o 1'an pauvait oublier un instant un ‘monde agité et inquiétant, Cette
visite nous permit de resserrer nos liens d'emiti€.

En mal 1938, j"étais une seconde fois invité & M@uster; mais I'atmosphare avait bien
changé depuis ma premidre visite. Les étudiants se faisaient rares, Peter Thullen avait d6
quitter T'Allemagne depuis plusieurs années; ['assistant avee fequel Heinrich Behnke
ravaillait activement s'appelait Karl Stein. Tous deux préparaient un travail sur les
suites croissantes de domaines hie. Je n*oubliersi pas | hire oppressée.
«qui régnait alors. Lorsque nous nous. ‘sépardmes, Behnke et moi noas demandions (sans
oser nous 1'avouer) quand et comment Hous pourrians nous revoir.

1939, 1940, Cest la guemre. Dés e réiablissement des relations postales entre fa
France oceupés et 'Aflemagne, en févrics, ﬂ.jem;nismlzmcdemonmi
Behmke. Il mo fait part d'une lettre de Oka (datée de ‘décembre 1940) qui annonce quit
M_ummwwﬂmw. Ofea avait joint
A sa Iettre deux exemplaives de son ‘manuscrit, dont 1'un m'est destiné (mais ne me
parviendra pas). Heinrich Behmke prend la peine de recopler de sa main la lettre de Oka,
&rite en frangais. Je nc résiste pas & Tenvie d’en cifer un exumif : =
connalirez bien, Jéudic In théotie d'aprés votre point de vue. Et, pour te

o der Theorie der Si il » formulé dams volre ouvrage, je viens
heurcusement & vous faire 12 réponse affirmative, Je voudrais présenter Je manuscrit de
a Note sur le probléme & vous ct & vorre ami, M. Henri Cartan, mais je n'ai rien de
nouvelle de Iul. Et je vous envoie icl deux ‘masuscrits. Agriez-vous la bonté de lui
P un A quelque occasion favorable ? - L'ouvrage dont parle Oka est
A tumellement I Besicht Behnke-Tinullen * qui a servi de point de départ & toutes les
recherches d'Oka.

Nouvelle leftre de Behmke du 8 ao0t 1941 : avec Paide de Wilhelm Siss, il s'est
réfugié A Fribourg avec sa femme qui va avoir un bébé. Entre temps, Oka a publi s3.

47

Et notre correspondance se poutsuit pendant touts Ia guerre, & intervalles espacés. Ie
ne puis oublier, cher Heinrich. que deux fois vous avez fait le voyage de Strasbourg
pour prendre soin des papiers scientifiques que J'avals 48 abandonner dans rmon
Jogement; ces papiers ont €1¢ déposés par vos soins 2 12 bibliothéque de I'Université de
Fribourg. ct ainsi j'ai pu les cefrouver aprs In guerre, grice A vous.

Je ne puis pas non plus oublier toutes les démarches que vous avez (aites durant les
années 1943 ct 1944 (en vain, Mlu)pomm(adcmnmlnmﬂemrm
Louis, déporté en Allemagne ko mois de Tévrier 1943, et qui ne devait jamals Tevenit.

Enfin, l6 22 wvril 1945, Ia fin de I guerre est prochc; vous m'écrivez une lettre de
cinq grandes pages dans laquelle vous ouvrez votre cocur. Vous &tes 3 Oberwolfach,
vous relatez les destructions qu'a spportées Ia guerre, € vous dites ceci: « Mdge €3
nur auf beiden Seiten gendgend viele Menschen geben, die hinreichend Kraft des
Verstandes und des Herzens haben, um den Berg von Voreingenommenheiten zu
beseitigen | Gebe mir der Herrgott die Kraft, zur Verbesserung der Gesinnung beitragen
24 keunen. » Je crois pouvoir dire aajourd'hul, cher sml, que ces verux pleins de
sagesse ont d1é exaucds.
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IX Domaines finis sans point eritique
intérieur.

Introduction. 1. Cest le neuvitmo d'une succession de Mémoires™,
dont le premier a &€ publié en 1936. Nous zllons d’abord jeter um coup
d'ceil sur le terrain od nous demeurons.

La théorie générale du prolongement analytique 3 une seule variable
est semblable A la plaine campagne; 13, on n'a pu trouver, malgré les
nombreux efforts™, aucun fait en dehors des prévisions de la logique
formelle. Au contraire, le cas de plusieurs variebles nous wpparalt comme
un pays montagneux, trds escarpé.

‘En 1902, Fabry a remarqué que les rayons de convergence A'ume série
double ne sont pas arbitralres; d'od nous avons £1é conduits en 1906 par
Hartogs au fait tout fondamental et vraiment curfenx que tout domaine
d'holomorphie st pseudoconvexe. -

is, 1n probléme découvert & nouveau dommait naissance & un
autre sur oo terrain jusqud 1932, dont In configuration d'accumelation de
difficultés, sinsi que le courant d'idées, est dessinée d'une fagon trds pro-
noncée dans IOuvrage suivant:

BehnkeThullen, Theoric der Funktionen mehrerer komplexer Ver-

derlichen, 1934, o les probl P sont leg suivants: problime
inverse de Hartogs, premier et deuxitme problemes de Cousin, probléme de
développement'”’.

En 1935, Weil a {ait un premier pas & 1a dircction inverse, c'estd-dire,
4 In direction de résoudre des problames, gréce auquel les trois derniers
ittty

() Les Memaires préckdents woot: 1 Domines comveess pav rapport % fonetions
ratiormeiles. 1906, TI Domaines Cholomorphle, 1037, I Dexxidme probleme de Cousin,
lm(}mﬂolsd:mo(duﬁ]mhbuunlvaﬁv). IV Domaines dholomorphie et
domalznes rutionnellement comvexes, 1941, V 1fintégrale do Cauchy, 1941 (Japanese Journsl
of = VI Domnines pee 1942 (Tohoka l Joarmal). VI
Sar queques notions axithoritiques. 1960 (Balletin de la Socitié Mathematique de France).
VI Lemme fondamental, 1951 (Journal of ‘Mathematical Soclety of Japan). (Reppelons la
voie que noos avons wivie).

G5 Vot par exempl, dea besux Mécnoires de Denley (C, R P}

&} Velr e 5% 8. 19 e [Omwrge. Gont vraiment g 4 cxt Outrage que s
svons pu commencer no

P

e
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IX Domalnes finis sans polal crivique intdrient, 158

des problemes ci-dessus sont devenus résolubles pour les domaines convexes
par tappart aux fonctions ratic )
Clest justement 2 ce temps et pour ces probldmes, que nous avons
commencé nos recherches, Pour obtenir l'image vivante sur la transition
de prohlémes dzpuu !934 ilya des Ml.mmxs chehnkoSlnn que vaici:
mehrerer

Null- und P 1937, Die K it in der Funkti
thearie mehrerer Veritnderlich 1940, Die Si
der analyti Funkt:, derlichen, 195247,

2. Dans le présent Mémoire, mous traiterons les problémes indiqués
plus haut, sinsi que les problimes arithmétiques introduits au Mémoire
VI, pour les domaines pscudoconvexes finis sans poist critique intérieur:
dont Ia_partie essentielle n'cst pas différente de ce gue nous avans exposé
en_japonais en 10484, v

On verra dans le Mémoire suivant que quand oo sdmet les points
critiques intérieurs, on rencontre 4 un problime qui m'apparalt extréme
went difficile (Voir No. 23). Cest pour préparer des méthodes et pour
éclaircir la figure de la difficulté, que nous avons décidé 2 publier lo pré-
sent Mémoire, séperément',

Ce Mémoire consiste en uoxl :bapnm. Dans le Chapitce I, nous

un an lemme exposé au Mémoire VIIL
Dans le Chapitre 11, nous préparcrons le deuxidme lemme. Et dans le
Chapitre 111, nous traiterons les problimes ci-dessus, en nous servant de
ces lemmes. (Précisément, voir Nos. 1, 7, 24)

Chapitre L. Complément du femme,
1. Probléme.  Nous voulons résoudre Je probiéme snverse de Har-

(1) Avant lui ces problimes n' x&dnbluqudauludmln-qlmd'
Vair: A. Well, Sur lea séries de polynomes ds deux variables complexes, 1832
(C. R, Pars). A. Weil, L'lntégrale da Cauchy et Jes fonctions de plusieurs variables, 1936

(2) (Jabresbecichs des Deasichen Volr eels 1L Cartan,
ol e 2 et pedinoe 5 Cot, 1508 (0. 5. Pa)

@) (Mnelanees dc Mobemuicien Gt s Hasbarg, VI

(O (Nieww N

(5){(6) Voir la Nots 3 1'In du Mémoire VUL Dans e8 messcril<i on trouve
&6 Lm prabitznes (Cy), (Cy) (esplicitement) et (E) (iaplictement).

L34

Part | B3R+ SCHRiES_ 1DV T

Levi i @ﬁEIRUJIELL\uE :

@ 2 RILHEHEDEA © K. Oka [VI] (1942).

@ —RRIt, BAEEE (V—< ER) B4 K
Oka [IX] (1953).

@ ZDH, —RIXITHEBDEE : Bremermann,
Norguet E % Oka VI| D74 77 (D 2XTDE
BDFEHZ n It —ML) I© X 2% 5.2 7=,

=t - -

FFLIIKIE (UT) OKA [ViI) . (Vi) & MY 5 Raivs o u SR 23 (5010 41 }{I

- 126 -
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BULLETIN

oLy

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

SUR LES FONCTIONS ARALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES
(V1. 5UR OUELGUES NOTIONS ARIYBMETIQUES);

Pan M. Kivosma Oxa.

Introdastion. — Ce Mémoire (%) est le septizme d'ime séris dont les précédents
sont : 1. Domaines convexer par rapport auz fonctions rationnelles, 1936;
1L Domaines dholomorphie, 1937; M. Deuzitme probléme de Consin, 1939
{Journal of Science of the His J: ity); 1V. De d’holo-
morphie et domaines rationnellement convezes, 1941; V. Llintégrale de
Cauchy, 194t (Japanese Jowrnal of Mathematics); V1. Domaine: peendo~
convexes, 194a ( Tohoku Mathematical Journal).

On rencontre déja certainss notions arithmétiques an théoréme I dn Mémaire]
(lemme fondamental), au théoréme 1 du Mémeire I, et A Ia condition (8)
(condition de A. Weil) du Mémaire V. Plug tard, nous renconirerons nne autve
notion arithmétique, dums Vétnde des paints de remification; fante de laqualle on
no pourrait pas traiter des fonctions algébriques.

Nons $ci pav app iv ces notions arithmdtiques. Les notions
de congruence o d'idéal, pac exemple, seront transplaniées du champ des
polynames & celui des fonctions analytiques. Gomma Iz fonction ne pent pas, en
général, dtre prolongée i tont Pespaca, on rencontrs ds nouveaus prohlémes.
H. Cartan a déconvert un phénoméne do celte nature (?), anguel 5o raltachent
plusicurs théordmes at un probléms asser complexs du présent Mémoire

(1) Note de la Rédactlen. — Le lectonr sbserrera que, pae fulte d¢ 13 guecrs, Vsutewr nanit pa
prendre coantiveance e téwmoive de H, Cantay, Jddakz de fonctions analytiques da a wariables
complexes (dnn. Be. Narm. Sup., 61, 194§, P 149-197) comsterd ra ménte sujet, et faisant sulte an
Mimalre citd par Fautcar [voir cl-dessans, wote (1)). Les rémltals que M. Okn abtient fel sont plus
comrplets que ceax da Mémoiro de H. Crvtan de 1pdf.

1) 3. CRTaR, Sur Jev matrices holomarphes de u variables complexes Uawrn, Math-,y sécie,
19, 19§#, p 1-18). Naxs devens hewncoup axx thborimes do ¢ Rimalre.
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(Voir §1). Ces théorémes me sont indispensables pour résoudre les problémes
Studigs depuis Jo Mémaira I, lorsqu'on veut lss étendre au cas des domaines

rasnifiés; ils sont aussi utiles pour des domaines moins compligués Q "

TDans Is Mémoire actuel, il sera seulement question de domnines univalents do
Vespace numérique complexe (donc, sans points & infini), Nous cmeltrons de lo
sphcifier.

Coogrusuoss at équivalsaces; théordms de M. Carisn. — Parmi les
Vemies qui se trausp du champ do l'Avith 4 celui des fontions
ques, s¢ trouve un typs de probiimes (comme les « problémes de Gousin »),
ol il s'agit de passer de donnéas locales & des solutions globafes. Nous allons
résumer fes principaux problémes de ¢o typs.

Soit B un domaine duns l'sspace de n variables complexes 2, 2y,
Comsidérons, dans @, deux fonctions holomerphes 7, ¢; et un systtme
fonctions balomorphes Foy ..., Fp. Un point de Vesprce sera désigné par une
senle dattre (), ot Ia valewr d'une fonction f en ce point sera nolés f(x).
Supposons une relation de In forme

1.
1

S maFib - afy,

o ley oy (£==1, 3, ..., p) sont des fonctions holomorphes de (#) dans ; les
fonctions f, 4 seront alors dites congruentes par xapport & F dans O, et Ia
relation seru notés

Sag  [wod(F)).

Nous dirons que deux fonctions f, ¢ sont congrasntes en un point P do @,
& elles sont congrusates dans un voisinsge de P. Deux fonctions qui sont
congruentes en tout point de @ us sont pa méctusuirement congruentes
(globalement) dans @, Cetl nous conduit au problime que voici :

Paostiux (Cy). — Etant donnd un systdme fini d& fonctions holomorphes
(Fus -y Fy) 8¢ une fonction holomorphe #(x) av voisinage d'un ensemble
fermé borné E, telle que #mo[mod(F)] en fout point de B, trouver p
Jonctions Ai() holomorpher au voisinage d E, de fagon que &= AF:
identiquement. T

On est conduit d’autre part au problime d'existents *

Prostux (Cy). — Soit donné; au voisinage d'un ensemble ferms borné E
de lU'espace (3), un systeme fini de fonctions helomorpher (Fy, ..., Fo);
supposons attaché & chagque point P de B un polycylindra (1) autour de P et
une fonction o(¥) kolomorphe dant (1); suppesons que, pour tous couple de
polyeylindres (1), (y) dé fon (3) non wide, on wit la relation
q(®)y=2¢/() [mod(F)] entre ler fonctions correspondantes en tout poinc
de (3). On ee propose de trouver une fonction #(x) holomorphe au voisinage
de E, telle que #(x) == ¢() [mod(F)] en tout point P de E.

€ L'sstenr désiro exprimer fcf sus slacéres rewerelnent & Hafu-Kal powr son conconrs &
Pépoyue du Mémoire ¥f,

Lert 1 2R 01=2

i

VII Sur quelques notions arithmétiques. s

«/Dans 1s Mémoire actuel, nous ne traiterons que le domaine wtivalent
et fini, et dant la condition sera donc généralement abrégée. >.

1. Congruences et &quivalences, Théoréme do H. Cartan.  Parmi
fes problémes générés des notions arithmétiques transplantées au champ
de fonctions analytiques, se trouve un type de probldmes, od on demande
globalement o¢ quo Von a défini localement (comme aux probleme de
Cousin), et que nous allons recolter,

Dans un domaine D & l'espace de n vacinbles complexes i, 23, ... Zus
considérons deux fonctions hol shes f,¢ et une combinsison finie de
fonctions holomorphes (P, Fy, ..., Fy) des varinbles; dont espuce sera
ghrégément désigné par (2). et la fonction f par exemple, par flz); et
supposons une relation de la forme,

[~@=aFr+&hFyt e+ ayFy,
& (i=1,2 ...} étant des fonctions holomorphes des variables (x) dans D
Ies fonctions f, @ seront alors appelées congruentes par rapport & (F) dans
D, et la relation sera désignée par
fmEp  mod(F)

Nous appelops les fonctions f,@ d'dtre congruentes en un point P do
D, si elles le sont au voisinage de P: or, méme i clles sont congruentes
en tout point do D, elles ne Is sont pas nécessairement, globalement pour
D: et un des probldmes que voicit

Probléme (C)  Etamt domndes une combinaison finic de fonctions
holomarphes (By, Fy, ..., Fy) & uns fonciion holomorphe lz) au voisinage
dun ensemble fermé E \nécessaivement borné), satisfaisant & la relation
&z mod (F) en taws point de E; trowver p fonctions Adx) halomorphes
au voisinage de E. do fugon que $=3 AF (i=1,2, ..., p) identiquement.

Cesi cancerne Texpression de la fonctions & powr la fon ction mma:

Probléme (C)  Considérons, au voisinage d'un ensemble fermt E
& Pespace (z), une combinaison finis de fonctions holomorphes (Fy, Fs, ...,
), et en un point quelcongue P de E, un pniycylim{n (1) autour de P
vers Je wemps du Mémaire VL

£33

®
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VII Sur quelques notions arithmétiques.

{ous sommes maintenant en chemin de nous ré8échir
£¢ hm::’ﬁ- I\?‘“ les ares des difficultés que nous avons
rencontrées sur lx voie suivie en observant les figures des difficultés
que nous rencontrexons sur Io prolongement, et en faisant des mutres: et
exposerons ici un des wésultats.
dm‘o?‘:nump(’:;‘ermair des certaines notions axithmétiques au Tbé‘?rlmo
1T du Mémoire I (Lemme fondamental), au Théoréme I du Mémoire II,
et & In condition (8) {condition de A. Weil} du Mémolre V: et on ren:
contresn une autre, si lon admet les points de mmiﬁc‘auan; dnnt.. sans
celz, on ne pourra pas traiter méme les fonctions slgébriques. Ceci nous
fait commencer par étudier ces notions. o
Supposans quelques motions arithmétiques, la congruence et Tidéal
par exsmple, transplentés du champ de polynomes & celui de fonctions
analytiques; la fonction no pouvant en génkenl plus se prolonger & tout
espace fii, on apercevia des nouveaux problimes, C'est FL Caxtan qui a
découvert un phénom2ne de cette pature,® et dans lo présent Mémo.u:e
on trouvers, comme conclusion, plusicurs théor2mes et un pxohl&ma’ hp
£ltré de la méme nature (Voir No. 7); dont les théordmes me sont indis-
pensables pour traiter les problémes depuis le Mé_mnixel.nuxdommw
cantenant les paints de ramification, et ils sont utiles pour les domai es_/@
mojns liqué —
Or, nous, devast le beau systéme de_problémes 8 F. er'mg et aux
successeurs, voulans léguer des nouveaux problames i ceux qui nous sulv- ®
ront; ar, comme le champ de fonctions analytiques de [.)l\mem varinbles
Sétend heureusement aux divers branches de mathématiques, serons.
parmis ds réver divers types do nouveaux problémes y préparan!
Méairea pricédents sont: | Domaines convexes par apport sux
nﬁcg:)dl::‘ 193. I Domsines d'holomorphie, 1937. (I i
199, IV Domaines s et do ruasasln
mk(g). " a&.‘i‘éuvli o hamorphes do 1 varisbles complexas. 1940, B 125
(Jound] do Mathématiques, Vol. 19); doat nous devons beancoup sueat aux thiordmes,
Q@) asieur voudsa diraichen i s0 & HojuKal pout 600

(93

SEBRTERICONT.
VIL s 3HHMBERIC DV T.

1948 % 10 F 15 B2H

FX. RSl UANCHIES REEO &R TIEL, 1T< R
CHIES THS5 S BEOBEENT D LOBME aNOB HcbD. &
DERO—GET IHEL XS,

A, 8 L ETonERE 11 (LLAii). & 1 RXOFER | BLUBY
RXDRLE (B) (A. Weil DFFE) ICBT, S SHOBHImAIC A
HTHB. TLTHLARMENTES, AL E 6HSTHICHRS T
535, LinbE4Vs LICGREERY 515 C LT EEVDTLS.
COYETALTNSOREDPITIKY T3,

BN DEMANEEE, BRIEAT LD 1 7T I EHESHRDSFin
SRAFERONIHCBRIL I LT 5 £, TORME EP—RRE LT
ZUIERY BT LMNT A Tedh, TTICHIE SMMDECS. T
HOBGERLL IO B. Contan? THEH', CORXTS. BRELT,
ZOHEDR VDR LHRE N~ DOMEE R ET THS 5 (No.
7 ERE) TNODOEELN | KSTUUROMMIE S A & A SIS
HUTTHIS BROEFARTH BENY T . TNL O U
HIROMZELCH LT ST THD.

e L L RBHD T L
« COMXT AT MEDBNDT, 7 LZES
E—RRcAINTN B>

L. ARIEFHA. H. Cartan OFRE, WETEROSFCHHENL
BlidEEa 5 4L S MMoRICIE, (Cousin ORMID & 51C) BFRY I

1ZAF TOMIEROMD TH3. I Domatucs canveses par rapport aux fonctions
sationnelles, 1930, 11 Domaines d'holomorphie, 1687. 111 Deusidme probléme de
Cousia, 1939, IV Domaincs d'h i L 1941,
V Lintigrale do Caucky, 1941. VI Domaines pseudoconvexes, 1942

M. Cartan, Sur kv matrices holomorphos de 1 variablos cotaplexes, 140, p. 1.26
{Jourpal de Matbématiques, Vol 18); BLLE 1 NENERESIEER-TY
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VII. On Some Arithmetical Notions

Sor quelques notians arithmétiques

Bufictin de 1a Société Muthématiqoe de France 78 (1950}, p. 1-27

(Recetved 1S Octeber19%P)

Tntroduction. We are now embarked on thinking hard about the subject;
ameng other things, understanding the nature of the difficulties we l}:ve met
on the path that we bave followed™, and studying the form of the difficulties
we shall mect in continuing. We present hers onc of the results of his

A I g

lon. ' T

It will be noticed hat there are already certain arithmetical notions in
“Theorem 1T of Memoir 1 (fandamental lemma), in Theorem 1 of Memoir I,
and in condition (§) (Wrr's condition) in Memoir V. We shall meet ar!olher
such notion when we allow points of ramification in our domains wx'lhvu:
which we could not cven treat algebraic fometions. This makes us begin by
studying these notions. 5
3 Tet us suppose that certain arithmetical notions, those of congruence and
ideal for example, are transplanted from the field of polypomials to that of
snalytic functions, Since functions can no longer n!)vnys ‘be continued to all of
(finite) space, we meet new problems. H. CARTAN discovered a phenomenon of
this mature®, and in the present memoir, we shall find, at the end, several
{heorems and a rather complex problem of the same nature (see No, 7). These

‘problems to those who wilt follow us. The ficld of analytic fu_nclions of saveral
variables happily extends into diverse ‘branches of mmhcm_m:s‘ gnd we might
be permitted to dream of the many types of new problems in store for ws:

“fn the present memoir, we shall only treat uivalent domains without
points at infinity, and this condition will, in general, not be repeated.’

1. Congruences and Equivalence. Theorem of H. Cartan. Among the prob-
lems gcncg:md by transplanting arithmetic notions {0 the field ?f analytic
fanctions, there is one type of problem in which one asks to obtain globally

: ~eoeding memaiey ae: . Ratlomaly comves domaias, 1936; L Dorsains of bolomorpky,
Tt vecond s pcoblem, 1939 (fonmmal of Sciace of Hirossima Univerity; IV
e of wolomarphy and ationally conver domairs, 19413 V. The Cavery itegral, 1941
B Joumat of Mshematic: VL. Prcadoconves domains, 1942 (Tobokn M. Jourmad,
5y G kma S s e holemmorphes de » variabics compises, 1040 . 126 (ourzal S
mathématiques, Vol 19); we owe ‘mch o this memoir. B
o et would ke to. express here bis sivore tharks to HUwKa for s help sisee
around the time of Mewois YL
Lui A8 m=2..
30

5 [ R. Naraspefion )

» theorems are indispensable to me to be able to treat the problems we have
$ een interested in since Memoir 1 on domains contaning ramifcation poinis . ¢4
3 they arc also useful for less complicated domains. S 1A=55R A
3 ‘Having found ourselves face (o face with the beantiful in ;
AR and his successors, we should Iike, in turn, to bequeath new

oy

oA tvin Bull. . BFanR

-

n tont point de (3), on peut tromver une fonction ®(z) holamorphe an voiri-
nage de A, telle gue B(z) = ¢(=)[mod (F)] en tout point P de A,

Tmtontur 3. — Dans la configuration géométrique du théorme 2, suppo-
suns attachd & tout (1) un sysidmez fini de fonctions holomorphes (f), de fagon
que, pour tout couple (Y), (1), les systdmes correspandants (£), (/') soient
4quivalents en tout point de Pintersection (3). Alors on pent trouver un sys-
me fini de fonctions (F) holomorpkes au voizinage de Mel que (FYns(f) en
tont poinz P de A,

Tutontxs 4, — Brant donné des fonetions Fy(i=1, .. .. p) holomorphes an
voisinage d'un polycylindre fermé A, on peut trouver une solution formulaire
de Péquation fonctionnelle AsFi+. ..+ A, F, =0 au voisinage de A. Il en &3t
de mame pour les systimes déquati ionnelles lindaires h
simultandes.

Nons nons sommes Tesireint aux polycylindres fermés: en effel, en verin des
propriétés trouvdes, les mimes problémes pourront ensuite étro résolus pour des
ensembles farmds de natnre plus géndrale. Ouire les quatre théorimes que nous
venons d'énoncer ici, nous avons vu au paragraphe B lo théordme du reste. Au
snjet de ces thdordmes, sinous pensons que cela poultze utile en vuodes applica-
tions, nous sarons obligd d'en faire unc &tude guantitalive.

Ainsi, nous venons d'exposer les résultats obtenus, D’un autra cotd, nous
sommes condnit au nonvean probléma:

[0 Pagsriue (3). — Poyr les idéaus de domaines indétermindy, trouver une
preudo-base finie locale.

An snjet de ¢v probléme, jé ne sais presquetien, pas méma quelle seraFattitude
favorahle pour I'sharder. Ge qui est silr, t'ast que ce problime ne peut pas dire
résola sans conditians, puisy ™ ple xu poragraphe2.

Cest un cas particalier de ce probléme qui 2 é14 résolu sous Ia forme du pro-
hlame (K). La solation du problime (K) nous était indispensable pour établir les
thidorémes ci-dessns, Nous reviendrons nne autre fois sur lo probléme (I}, ctmon- |
trerons qu'il est résoluble sans condition_poor los idéaus glométriques de
domaines indéterminds. Cela nous sara indispensable si nous voulons ponvoir
traiter les problémes envisngds depuis le Mémoire 1, dens la cas od des points de
ramification ne sont pas exclus, Ges deun exemples metiront en évidence Pimpor-
tance du probléme.

(Mamuserit regu ta.13 octobre 1948).

&
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IDEADX ET MODULES DE FONCTIONS ANALYTIQUES
DE VARIABLES COMPLEXES;

Pax M. Hoos Cuora.

Itroducton. — Dans un Mémoice intiwlé : /déaux de fonctions analytiques
de n variables complezes (Annales de PEeole Normals, 3* série, 61, 1944,
Pp- 149-107; ¢o Mémoire sern désigné par les initialos I F. A. tout lo long du
priseat uravail), ai 1entd d'expliquer ls réls joud par les idéavx dins certaines
questions de I théoris des fonctions analyliques de variables complexas; 'si
indiqué les principaux problémes qui s6 possient, et thehd do les résoudra. Jo 'y
suis s prrvent qus duns A‘nq«n ucnmpleu, ayant di laisser sans solution deux

t « devxidme probl p18;delL.F.A).
Les mémps quuuanx ont 16 tavaillées d'une maniére indépendante wu Jupon
pur K. Ok, dont les beaux travaux antdriours m'avaient d'aillsurs guidé dans
mes recherches sur les idéaux. Sans avoir pu prendre connsissance de mon
trovail LF. AL, Qkx 3 écriten un Mémoirg ou il éiudie les mames questions;
quoique en des termes un peuw différents. Dans ¢s Mémoire, qui parait dans eo
meémo volume du Bulletin, Oka résout ls premicr des deux problémes-clefs dont
jo parlais plus haut, et abtient done des résuliaty plus complels que ccux de mon
Mémoire do 1944, Ayunt eu lo privilége de connaltrs en manuscrit Is nouveau
travail do Oka, j'ai 616 conduit 4 faire une nouvalle mise au point do Vensemble
dela théarie. D'unb part je dumue ici (ci-dessous, théardma 1) une solution
siraplifiés du « premier probleme » (L. F. A, p. 187) résolu par Oka; dantre
part, grices i ln solution da cs premier prvhl:mz, je résous aussi le « deuxidme
probléme » {t) {ci-dessous, théordme 2), ca qui me permet d’abarder franchement
Pétnde globale des varidtés analytiques (voir par exomple les théorémes 7 ter ot
8 ter ci-dessons).

Lx lecture du présent Mémoire, qui donne autant que pnmhlo des démonstra-
tinns complétes, devesit en principe s suffire & elle-méme; 'y fais peu d"usage do
won Mémoire L F. A., l'oyuque densembleayant changé. Les qndqnu résaltats
initianx qui sont admis ici sans sonl énancés exp sous
forme de lemmes, ave reavois précis d L F. A, ou i d'autres Quveages.

Le bat final do ce travail est I'étude globale des idéaux (et des modules) de
fonctions snalytiques dans les domaines dholomorphie; il est atisint au para-

(t) Kote rojoutis & la eacroeilon ewment

fpreuves ; d'aprix des paplers

A Usutewr, il semblegae K. Oka ait obteay, de son coté, uue selution prabitme.
4 0 AR
17 PR 0 BHY
LITEa 177
fo

H. Carkwe Bl . (190) FHnE

— 8k —

Uns welle &) est déterminés & Iaddition prés d'une fonction du module epgendrd
par JL dans Py (d'aprés 1o théoréme 4biz). On va profiter de cetta circonstance
pour remplucer les Ay par des gy jovissant des mémes propriétés, et satisfaisant
e outre aux condilions : | £7.4— £7] < 2~/ dans Pj. Montrons ceci par récurrence
surjt g, élant déji choinie, In différence Az — g appariiantau module engendré
par I duas Py, donc est limite unilorme, dans Py, de fonctions du module M.
dui-mdme, Si a est ans fonction de I, telle qua [hy—hy— a| L a2~/ dens By,
il suffira de prepdre gra=kp—a.

Cela posé, In suite des gy ainsi choisies converge, uniformément sur tous
<ompuct de D, vers une fonction g holomorphe dans D; grice au lemma 6, g est
congrued fo modulo My en chaque point x da D; ca qui démontra ls théardme,

(Mamaserit regs Je 15 aeplambre 1ptal
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graphe VIII (n= 27 433). Pour y parvenir, plusieurs étapes ont di éurs franchies :
tout &'abord, avant d¢ pouvoir faire ls passage du local au glabal, il fant appro-
fondir les propridiés locales, c'est-d-dirs voir comment les propriids ponciuelles
forganisent localement; c’est lobjet du parsgraphs T (les paragraphes I e1 IT
étant consacrés A lexposition des notions do baxe) : dans ce paragraphe LI on
dtudia Ix notian de cohérence loeale, et 'on résout les deux problémes-clefs dont
il a déji é16 question plusieuss fois. [ semble bien qus tonly cette partis de la
théorie, dout la caractére est local, soit valxble non seulement pour les fonctions

Iyti do variables ais plus i pour les fanctions
mlyuqtlu ds variables prexun: leurs valeurs dans un corpr valué complet (qu'il
faudenit toutelois supposer algébriguement clos pour le théoréme 9).

Clest & partir du puragraphe [V que se fait ls passage des propriétés Iocales aux
propriétés globales. Clest wussi & parlir de L qu'il est essentie! de se borner au
corps des nombres complexes, car Vintégrale de Cauchy jous un rdla qui ne
semble pas pauvair ire évild. On commance par Vétude glabuls das idéaux et
modules dans cerlains ensembles compacis; co wost qu'au dernier paragraphe
(§ VIf) que I'on effectus lo pussage des ensembles compucts & cerlains ensembles
ouvertr (en fait, les domuines d'holomorphis). Lo cas des ensembles compacts
nécessite Iui-méme le franchissement nu;cusu' de plusieurs étapes : au pars-
geaphe IV, it s'sgit seulewent des dres compacis (el simpl
cmuuxox) Le cax plus géndral des « damnmu polyédraux » (§ VII) s’y raméne
ensuite, parce qu'on identifie un domaine polyédral & une varidt analytigue duns
un polycylindre d'un espuce & un plut grand nombre de dimensions, suivant une
idéa qua Pan trouvo déjh ches Oka e 1936-1937.

On a essayé da ramusser lea résulixts dans un petit nombre d'énoncds précis.
Ces théorémes sont puissants, mu <2 ne sonl qn- dos théorémes d'existence; ils
en ont les i ients : ils ne fourni lution effective d'un probiéme
partisulier.

Qu'il me soit permis de profiter de cetta occasion pour fuire quelques rectifi-
cations ov mises au paint de déwail de mon Mésoirs I F. A,

Page 18, lignes $-g: il wlest pas éxident (nl méme certain) que les modules ponctuels My
engendrds par N forinent ua sysidme cobireat sur E. Cleat pourquoi les ligues 14 3ds s
Note (%) du bas de Lx pags 158 sost sujettes au doute, sinsi que PalGirnstion (p. €58,
lignes 10-1a) q'elles tenduent & jusiifir. Coei iafirme épalement Ix conclusion du « corol-

hir du théartme I », p. 183, qui repose sur Is comuidération du « $ysibme cohérent
(ngmd.‘é par 2 v, En fadt, il y & N wn probléme ouvers : est-il possible qu'un module, sur
un palyeylindre comupact, ne puisse pas éire engendré par un nombre fini d'éldments 7

Pages 160 et suivantes, les notons de « module pur v e de « module parfaii » sont
devenues sans abjes, pulsqu'an peul démontrer maintenxnt que tous les modules 05t « purs »
et « prefadts »; favals d'sillcurs denis ces espolr (. 161, liges 30-21).

Page 166, Note () de bas do page : la démonstrution est insuffisante, & exuso de la
presence possible de composantes impropres.

Page 181, lignes 39 & 23 : Paffinuation est peut-dire un pew sommuire, & ce sujet, vair
ci-dessous, début du u* 3, ot lewmme 5 (w27}

Page 189, Lgnes g-12, Uaflinuatian est correcte. mals <& justification est rop soramaire.
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Sur bes Fonctions Analytiques do Plusleurs Vadables,
VHI—Lemme Fondamental

Kiyoahl Oxca

Yurroduelion, —Les problimes principaux depuls le Mémoire Lsont : pro-
blimes de Cousin, probléme de developpement et probléme des convexités®.
Dans les Mesnolres I—VI®, noos avons vu, disant un ok, Que 603 pro-
blames sont tésolubles affirmativement pour les domalaes wnivaleats fals®.
Et Vantenr & encore cunslaté quolque sans Pexposer, que ces résultata res-
tent subsister au malns Jusqu' aux damaines finis sans polnt critiques®®,

11 s'aglt donc: ou blen diatodulre Vintind convensble, ou bien de per-
mettre des polnts critiques; or, on retrouvera que lon ne sals presqae

[} mmwlm-« I Behaks o P ‘nanu.'x\umdan-wm

1 tormsposde xna foosikan / Lolomorphs dats D telle gue [/(ZDmex AN, Spklalasal,
naumwwnmmwrmwﬂmdmum.
Towver wok fonctioa Witk

Uonielies, 1008 I~Tomalney & 199 Hl—-Deasbimes
(Joucsal of Sciencs of tha Msnublma. Unlvassity) 3 m—m o)
comrestn, 1941} V-Liotigral de Caachy, 141 (Japanese Joumal of Mathesma-

Miathwcestical Journal)

ﬁﬁ-wummwna,wdhm rtilation Widdiesrs
(€) Lsatens Pa it ane Slialls en Jopooals & Pocl. T. Tokogl ea 1043
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Skr lts fonctions analyligues de plusiears variadles 208

rien sur les domalnes intkieurement mmifids; par exemple, quiamive-til
pour le développement locale? Nous noms oceuperons donc, d'abord s
demxitme probléme.

Or, Tidée fondamentxle pour les recherches actuclles s'exprime sym-
boliguement par le théordme II du Mémoire 1. Nous venons de J'uliliser
en forme du théortme I do Mémolre 1™, & cause que nous n'avons pas
pu résoudre le probléme (&). Mois, pour les domaines intéricurement
ramifiés, Ia forme originale cst Indispensable ; c'est Ic lemme fondamentx} du
titre et c'est pour U'établir, que nous avons préparé le Mémolre VIIL

Pour établir le leamee fondamental, les domalnes (fnis) sans points
critiques, 1l ¢st visiblement suffisant de résoudre les probRmes (£3) <t (&)
et de trover les psendobases locales des id&wmx gométriques de domafnes
indéterminés; dont noms avons résoln les problimes (C)) et (5) daru le
Mémoires VI, et plos récemment H. Cartan a r
daprés le_théordme 4 du Mémolre VII que le probléme (X) tst hmlwu
résoluble®™. Mais, quand on permet des points critlques, on rzncontre la
nouvelle diffieulté que une fonction holomorphe sur nnc variété caractérls-
tiqus n'est pas nécesmlrement la trace Pume fonction holomarphe & Pespace.
Ce qui engendre, comme conséquence, wne espice des problémes () qui
contfent le problime des Idémux géométriques dans un certaln sens, ot est
plus étendu.

Dans le Mémolre actuel, nous résoudrons ce probléme & parily encore
du théortme 4 du Mémolre VI (théorimé 2), &oblirons le lemme fon-

(F) TL Behake et X, Sleln ot sowveat indipaé que ee thiertme et applioable at do-
aloes wallfvalaats pacs polat ociligoe.
(01 Now sl axplivr itoment s a0 ek rchches s s ebsoorpes
Cest W, Rickeet qul » traneplmetd Ja
de oactions -mtyﬂqu- (e, Mk, Ak, VL xm,ppm—m)ucmncmnqm
Ia dltreace

woatre e Jes pmblimes (C), () et (B) s¢ rhdulenent »u s} problime (K)j o ned ext dip
Indiqed pur Carien, sam démostrallon, s Aves fontes les prigarstioon. Dacs Je dewcitme

Tanirer & wbord prepart lo Dhéorte di rieze pous risradre Je problisne (K)s ot fhéorérne
et défh exposd &1 il par RKert,

— K (/960)

MOX Snasres-, ERW

o —utm gt 'g':c'nt Bk a’-é;b‘bftgl”"ﬂ'ﬁ‘ @19

255, hi () ) BR ORFERZCHBL LEART S w0

% O-ER0KER § OHREO VN w. . w (X, 5 26Behs
T ERFOR R 2 Eh BARLRREATH 3. (O SXGM. R SREARY
6, WH-Bizk3.)

WO 2EOT RELZRRT. BORTHLRAEND. REAR~O—20TR
ELT, 2EOBRENSTH.

FREIR D, 0 #7403, & 60, 1ML, /Y, £HLTERO JO, 11, [0z
MBLL, O, £y LAVIRELR LR, L FBAFTATHT. (3, 25
12 B 139 kOVTRTDE. N

22 913 O OMEHEE D-RUOBLY 3(TabY, 4 FTAORER) 853
LR, Az ORWCEME ¢ IEHLT, LA TOXF GOV, NRES, =
DINES U OF ARy 1280 T § 28 g KOVTRTHS.

W S0z R SREERRE e &9 EDIXRRORR T, ARO-1T
FE IIRMTR Y, 7 OLE Ui TOR ORFIERR (o, &) (=L~ 7 RBS.
p P zn.'n.u,-a = TORE LRI b, MBL, HELED B, B2
122 DAY (CUY 180T b= r.'u. LEDERS, VOFNy BT,
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D ¢t une variété ique (on 33 dans DO, é
lensemble (7) des (£, 3) tels que QD et f soit Identiquement mile sur
5nd; (I) forme Evidement un {déal; nous Fappelons Idéal glométrique
de dommalnes Indéterminés (attaché & X1 =t definl dans le domaine D).

Thtordme do W, Cartan,~Tout idlal glometrigue de domaines indi-
Zeiprinds Posside les psewdodas

Nous allons lc reptouver d’aprk % corollzire 1. Solt (+) m polnt
quelconque de 333 il wuffit de montrer que (1) alt une pseudobase en (%),
D'apris Weitrsiaxt, nous savors que 1a partic de 3] au vaisinage' de (£9)
consiste d'un nombre fint d'dléments. Saus appeler 4 In cannalxsance que
ces &léments sont ausl des varl&és caractéristiques, on pent definir pour
chaque $lément un [déa) comme cl-dessus et convenlr de Pappeler poar Je
moment par le méme mot. (/) étant wu voisinage de (+') VTntersection
de ces Id&aux, d'apris le corollaire de Cartam, il suffit de dire que chacm
d'zax ait wme pseudobase en (7). Cecl est évident, quand X3 ast un point
oq une surface,

Considéronn donc, & noavemu & Pespace (2 sy Ta i erres 22 16}
que 250, > 1, un Elément 33 & » dimensionx (togjoars compleres dans e
Mémolre) d'une vastété camctéristique, au volstnage d'an point (=% 5) de
3, et Idéal géoméerique (7) correspondant; nous allons montrer que (7)
ait une pseudobase €n’ (2% 7).  Gmee & Weltrsirass, on peut cholsir les
coordonnées (#, #), tracer va polycylindre (), ()] de la forme, ()3
Jeemz < (=12, e 2)y (7)1 [ 2420 <P (=12, correns ), t definds
X et (/) dans [(7)s ()] de fagon que la projection™ de 3 aur Pespace
() woit (), et que (7) it pour [(r). ()] les fonctions holomorphes
comme suivantes:

e b, 4 50 7= PEE L 0 5 (1N )
.
ot Fi(s ) ext un polynome de y; tel que le coeflicient de Ia plus haute
palssance soit J, &, {x. »,) st mn polynome de 7, =t spicialement 7 (x, 5,)
Joult de Ja propriéié que 1a projection de 33 sur Fespace (4 #,) comclde
4 By, 7m0, et que Vintersection do 53 et 25(%: ) ;- m0, sl clle exisee,
s

) U vectéts semtiatigoe t5t wn comenble de poiath qul Ferpme looloment par
Tenaemble des éros comomnd A% nomine ful de frnetlont holomorghet.

(3) 1a projection e Femsanble des paints (=%, ) s Yespace (x) et Fensembie dex
podets ().
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F Ola's Theorem 69

Let hy. ... i€ 0y, be gencrators for this family of ideals. The hypothesis
that 9, = id V, whenever Z € V — W implics that B, = 6; whenever ze Uy
{¥ ~ ¥, 50 the common zeros of the gencrators by, ..., b; must lie in Wn U,. The
function d vanishes on J¥, so it follows from Hilbert's zero-theorem that &, € B, for
some integer r > O; but that means that dif, e A, and sincc A, :,0d, = U,
necessarily f, € 9. Therelore 2, = id ¥, at ull points A € ¥ A A(0; R), and since
that is also true trivially whenever 4 € A(0; R) — ¥ A(0; R), the proof is thercby
completed.

6. THEOREM (Cartan's theorem). If V is a halomorplm' subrariety of an open subset

U's C~. then ihe family of ideals x.d Vin {,G.} is finitely genrased over an open
neightiarhood of eack point of U.

Froof. Fixa point of ¥, which to simplify notation can be assumed to be the origin
0 € C*, und suppase at first that the germ Vo of ¥ at the origin is irreducible. After
a nonsingular linear change of coordinates in C*, it can be assumed that the ideal
id Vp 5 €, is strictly regular in the variables z,.. ..., z,. Let £, ..., {, € 0 bc
geacrators of the ideal id V. including among others the auxiliary polynomials
peid Von,E[z]fork + 1 § j § nandq, € id Von,Clz0,. 5] fork + 25 j S
and choose an open neighborhood U of the origin such that these germs can be
represented by holomorphic functions f;, .., £, € .. Now as observed after the
proof of the local parametrization theorem, the subvariety V is actually a complex
submanifold outside a proper holomorphic subvariety ¥ c ¥, and the functions
Pieys Givze---» 4a €AN be taken as part of a local system of coordinates in C* near
any point of ¥ — IV exhibiting ¥ as such a submanifold. Thus these functions, snd
therefore the functions f,. ..., /, us well, gencrate id V, @ €, at cach point 4 €
¥ = W. It then follows immediately from Lemma $ that the functions f,. ... f,
generate id V, & 6 at all points 4 in some open polydisc A(; R) € U and hence
that the family of ideals {id V, } is finitely gencrated over A(Q; RL. If the germ Vi is
reducible, then in some open neighborhood U of the origin write VAU = {1,
where ¥, are holomorphic subvarictics of U and their germs at the origin are the
irreducible components of ;.. It follows from the first part of the proof that for cach
index i the (amily of ideals {id V,,} is finilely gencrated over some open polydisc
8(0; R) S U. Butid V, = ();id Vi, s0 by Corollary 3 the family of ideals (id V,}
is also finitely generated over A(0; R) afler shrinking R if necessary. That sulfices (o
conclude the proof.
It is perhaps worth pointing out explicitly herc that the lemma used in the
proof of Cartan’s theorem is in turn a simple consequence of the following coroliary
of that theorem.
7. COROLLARY. I fi. ..., f, are holomorphic functions in an open set U & C* defining a
holomorphic subvariety V & U and a finitely generated family of ideals {21} over U
and if A, = id V, at some point A€ V, then U, = id V, at all points Ze U ~ W
where W < V s a proper holomorphic subvaricty of V.
Proof  Since ¥, & id Vz at every point Z € U, the condition that ¥, = id ¥ is just
that @, = 9, :id V, = ;. Now by Cartan’s theorem the family of ideals {8} is
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In terms of the v-tuples of holomorphic functions ¢, = (g, ... d) the submodule
. v is just the modulc of relations ¥ = (D, . .. §,,) between the germs
of these v-tuples at the point A as introduced in section II-F. {t then follows
immediately from Corollary II-F9 that the sheaf & is locally finitely generated as
desired, thereby concluding the proof.

6. THEOREM {Cartan's theorem).  If W i3 a holomorphic subvariety of @ holomorphic variety
V, then the sheaf S(W) of ideals of the subvariety W is a locally finitely generated
sheaf of ideals in 6.

Froo!. This is merely a restatement of Coroliary [I-F11, so nothing more needs to
be added to complete the proof.

7. CORQLLARY. If @ and & are locally finitely gencraied sheaves of ideals over a holo-
morphic varicty, then the naturally defined sheaves of ldeals R + &, RS AN Y.
and & : & are also locally finisely generated sheaves of ideals.

Proo! This is merely a restatement of Corollary I11-F10, so again aothing more
needs to be added to complete the proof.

‘The following extension of a part of the preceding corollary will prove useful
in the subsequent discussion, and a comparison of ils proof with thz proals given in

section 11-F il of sheaves
provides.
B LEMMA. IfRand & are lncnlly fmlxdy gtn:mlcd subx}wavn c/a fm: sheaf €” overa

Proof.  Since ® and $ are locally finitely gcncmu:d. over an open nzighbor-
hood ¥, of any point A € ¥ there are surjective homomotphisms of holomorphic
sheaves of the form p: y* — &, 0: & + & Intzoduce the sheal homomorphism
¢ & @ 6 — ,0" that associales to any clements F & 05, G € &4 over a point
Z eV the clement §(F, G) = p(F) - 0(G) € ,8,. It follows from Oka’s theorem,
Theorem 5, that the kernel of this homomorphism is locally finitely generated; so
after shrinking the neighborhood ¥, if necessary there will exist a sheaf homo-
morphism ¥: 6" — 0% @ & such that the image of y is precisely the kernel of .
Now whenever H € 0} for some point Z € ¥, then ¢(H) = (F, G) is in the kerne!
of 4, 50 that p(F) - o(G) = G; benee, p(F) = o(G) ¢ 2,1 ;. On the other hand,
any element in &; N 93 for some point Z € ¥, can be writicn as p(F) for some
F e 6} and also as o(G) for some G € yCf. Then ¢(F, G) = o(F) ~ o(G) = G, s0
lhcre must exist some element H ¢ €} for which ¢ (H) = (F, G). Thus over ¥ the

R n & is precisely the image of the sheaf ism 0: 0" — 6"
that associates to uny H € y€] over a point Z e V, the clement p(F) where ¢(H) =
(F., G). But that means that & ~ ¥ is finitcly generated over ¥, and thereby con-
cludes the proof.

The locally Fnitely gencrated holomorphic sheaves are still too general a class
of sheaves for many purposes in complex analysis; this class contains some rather

a-R. cAg
Introduction

Je mekr wh uber die Principies der
Functionestheorie nachdenks  und ich thue dies
umablissg -, un $0 fester wird meane Uberzeogung.
dass diese auf dem Fundamente algebraischer
Wahrheiten aulgebaut wesden mess (WEERSTRASS,
Glaubensbekennimu 1815, Math. Werke 1L, p. 235}

1. Sheaf Theory is a general tool for handling questions which involve local
solutions and global patching. “La notion de faisceau s'introduit parce qu'il
s'agil de passer de données ‘locales’ & Tétude de propriéiés “globales™
[CAR], p.622. The methods of sheaf theory are algebraic. The notion of a
sheaf was first introduced in 1946 by I. LErAY in & short pote Lanneaw
dhomologle d'une représemation, C.R. Acad. Sci. 222, 1366-68. Of course
sheaves had occurred implicitly much earlier in mathematics. The “Monogene
analytische Functionen™, \\hu:k K. WeErsTRASS glued together from “Func-
dus ", are simply the connected

components of um xhul cl'g,enm ol holamnrpxnc runcunnx ona lerm
surface®’; and the
K. OKa since m (cf. IOKA), p. $4, 107), are just sheaves of ideals of
germs of holomorphic fn.ncnam

Highly original to are usually not app
at first. Fortunately H. CARTAN @ realized the great
of LERAY's new abstract concept of a sheafl. In the polycopicd notes of his
Séminaire at the E.N.S. 1950-51, onc can already find an excellent pre-
sealation both of the theory of sheaves and of cohomology with coefficients
in n sheal (sce Exp. XIV-XX). Shorlly after, at the “Colloques sur les
Fonctions de Plusicurs Variables™ in Brussels 1953, CARTAN and Serre
presented to a dumb-founded sudience their “function theory based on
sheaves” which culminated in the ever since so-called Theorems A and B
for STEIN manilolds. By 1954, sheaves were already in common use. For
example, SERRE uncompromisingly begins his celebrated paper “Faisceaux
Algébriques Cohérents™ with the sentence “On sait que les méthodes coho-
mologiques, et particuliérement In théoric des faisceaux, jouent un réle
croissant, non seulement en théarie des fonctions de plusicurs variables
complexes, mais aussi en géométric algébrique classique™

2. Of greatest importance i Complex Analysis is the concept of a
coheren analytic sheal. Already in 1944 CARTAN bad experimented with the
notion of a coherent system of punctual modules. He posed the fundamental
problem, whether for any finite system of holomorphic functions the derived
module system of punctual relations is cohcrent ([CAR], p. 572 and 603}

*) WeaRsTaass described his notios rathes vaguely already in 1#42 (cl. Math. Werks 1, p 83
84) knd developed i clearly in b lociures &t Berlin (cf also Math. Werkz 2. p 209-210}
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is s exactly the Emblcm wlmheg the sheaf &y, of germs of hol gm_qwh 3
+#functions on wmg_m_sp;gc ¢ is coherent. In 1948 Ora, gave an aflirmative
apswer ([OKAT, p, 106); in {950 CarTAN simplified Oka's proof ({CAR
p- 626), introducing the terminology " faisceau cohérent”,

The notion of coherence makes it possible to pass from point-properties
to local properties. “Il faut approfondir les propriétés locales, c'est-d-dire
voir comment les propriétés ponctuelles s'organisent localement” ([CAR],
p-619). A typical cxample is as follows:

Let -9 225" be a sequence of coherent sheaves on a space X. If,
Jor a cerain point x€X, the sequence S0-22sS,-22 9 Is exact, then the
same holds for all points sufficiently near 1o x.

Coherence 13, in a vague sense, & local principle of analytic continuation.
“En gros, on peut dire que, pour un A-faiscean F cohérent en un point a
de A, la connaissance du module %, détermine les modules % attachés aux
points x sullisamment voisins de 6™ ([CAR], p. 626). It is a difficulty of the
theory that, at first glance, there are no convincing cxamples. The only
coherent sheaves one can produce immediately are the zero sheal and, in
the case where the space X is a single point, all finite dimensional vector
spaces on X. The first nion trivial example is given by Oxa’s Theorem which

at the structure sheaf every complex space X is coherent.

In the late fifties and early sixties coherent sheaves were sometimes
hailed as n panacea for the problems of camplex amalysix. Neither the
creators nor the authors of this book ever shared such wishful thinking.
However we do belicve that the theory of Coherent Analytic Sheaves is not
merely “a monument more durable than bronze™: sheaves are very much
alive, indeed they will outlive us all.

3. There are four fundamenta] Coherence Theorems in Complex Analysis
L o~ coherence of the structure sheaf @ of any complex space X
2 ¢ - coherence of the ideal sheaf i(4) of any analytic set 4.
3 0 - coherence of the normalization sheaf &, of any reduced structure
sheaf &y
4 o - coherence of all direct image sheaves of any coherent analytic sheal
under any proper holomorphic map (Direct Image Theorem).

We give proofs for all of these theorems. Let us describe brielly how we
proceed. We start, in Chapter 2, with Local WemersTrass Theory. From the
very beginning we use the geometric language of finite hulomorphlc m:m
which is the canonical of RIEMANN'S of
surfaces as analytic coverings of €. The WEERSTRASS Isomorphism Theorem
24.2%, together with standard techniques from the Calculus of Coherent
Sheaves, leads 10 a simple proof of coberence of the shedves O.; from this

* Cross referencea in this book {ollow the wsual convention: 24.2 refers to Paragraph 2 of
Seclion 4 in Chapter 2. For cross referesces within & chapler resp. a section the chapter
murmbes resp. the section mumber is nat repeated
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§2. Coherence of the Sheaves ¢(A4)
This section is devoted to the proof of the following.

Fundamental Theorem: For any analytic set A in a complex space X the
sheaf of ideals é(A) Is a coherent Co-sheaf.

This coberence theorem is as basic as the coherence theorem for the
slructure sheal. The theorem was probably known to Oka in 1948 (d. the
Iast lines of his 7* paper, [OKA), p. 106), the first proof was published in 1950
by Carran (cf. [CAR], p.631}. In 1951, in his 8™ paper, Oxa published his
proof of what he then called “théoréme de H.Cartan™. For further details
the reader may consult CARTAN'S comments on Oka's papers VIT and VI
in [OKA], p. 106-108 and p.132-134.

‘We shall give bere a simple proof of the Fundamental Theorem which
we will aiso call the Qxa-CARTAN Theorem. Ingredients of the proof are the
Rocxkerr Nullstellensatz and the Local Description Lemma (thus the Finite
Mapping Theorem and HENSEL's Lemma are involved),

L. Proof of Cohercnee in  Special Case, We first discuss the simplest
situation, Let ,, ., %, IESP. Wy, ..., %y denole complex lincar coordinates in
©* resp. €.

Proposition: Let ¢, ..., ¢, be holomorphic functions in an open set L itn C*.
Then the set Avm N(w, ~c\ (2} ..., w, —¢,(2)) is analytic in Lx C* and its (deal
sheaf i(A) is generated over Lx C* by the functions wy —¢,(z), ..., w, ~c,(2).
In particular, the sheaf {(4) is O, , gecoherent.

Proof: Fix agA. We mny assume that a is the origin 0eC* Setting
Ry tm W) =Cpy e, Ry sm W, =, WE geC that 2,.., 2, Wy, .., W, 1C complex
coardinates around 0. In these coordinates 4 is given in a neighborhood of
0 by the equations W, =0, ..., W, =0.

Let fo€0, be any germ and let

P LCORE 0 NN % 1 37 SNE - RURY 0 TR

be its TAYLOR series expansion around OeC*. If fyei(d), we have
SGrrerr 200, eres0)m0, i 4, o 00 107 all g1 ooy . This means that
=hy @, + ... + kW, with functions Ji,, ..., Iy, holomorphic in a neighborhood
of 0eC*. We conclude

So€ilAly o f=hy-Ory =€) 4 .othy (W, ~¢)  near O.
Therefore, wy —Cy, ..., —6, generate ¢(A)p.

2, Reduction to Analytic Scts in Domasins of €% Returning to the gencral
situation, we now show that it is enough to consider the case where X is a
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Introduction. ~ Dans un Méwmoire iutitlé : Idéaur de fouclivns analy tiyues
de n variables complexes (Annales de [ Ecole Normale, 3 wirie, 61, 1941,
p 149-197; ¢o Mémoire sera désigné par les initinles 1. F. A, tout le lmls du
prisent. travail), jai teutd doxpliquer lo role joud par los idéaux dans cortaines
questions de la thariy des fonctions uul)llqun de variabler complexes; Jn
indiqué les principaux prolénies qui se possient, et 1dchd du les rdsoudre. Jo 'y
suis parveun que d'unc fagon incompléte, ayaul di hisser sans solution deux
prablémes-clefs (« pramier prabléme s el « donxitmo probléme s, p. 18; do £ F.A.).
Les wmemos questions ont & travaillées d’une maniére indépendanie au Japon
par K. Oka, dont les beaux travanx antéricurs m'avaient d'ailicurs guidé dany
mes recherchos sur les u]num Saus avair pu ;-wndrc connaissance de wmon
trawil LE.A.,Qkxa n Mémoi 1y my tinng,
quoique en des termes mn pen difiéreats dmugi i
witmn valume du Bubletin, Oka résous le promier dey dewx problemes-clefs dont
je parlais plus haut, et obtient dong des résuliats plus cymplets que ceux dg mon

Y

Mémoire do jo{{. Ayant eu e privilegs de_connalire ¢n manvserit lo nouveay,
travnil de Ok, 'ai 16 conduit 4 Dire nue pousglle mice oy point de Uensembly
doa II-;ong, D'ae part jo donau e (ci-dessous, thooremo 1) ane solation
iy d probléme » (. yAJﬂ- anm
part, Mﬂ da ce premier prol ous any

problémo s (1) (ci-dessuus, théarémo 2}, ce ‘,ui e ,m.m d'sbiorder (mm:hcmcnl
Pétude globrle des varidths analytigues (voir par exewmple los théortnes 7 zer ct
8 ter ci-dessous),

La lecture du présent Mbmmm, qui douae autant (ae possible des démonstra-
tions compliétas, deveait en principe se sulfire  elle-mémo; j'y Gis pea d'usuge de
on démoira I "aplique l'ensemble  nyant changé, Los quelgues rtsultals
initinux qui sont admis ici sany Jé sont énoncés eaplici
forme do lemines, avec renvois précis & I F. \. ou d d'sutres Quvrages.

Lo bust final de ce travail ust Pétade globale des idéaux (et des modules) de
foaciions mu,-uqm dans les domaines dhalomorphic; il st aticint au para-

“ous

tg rejoutse & {4 serrection ey preuses Wopscs dus PapieTs comuanieis rerenmrnt

, H scable qas N (ks ait swen shicoy. 0t sow ,m o sl u drev,e00 probla,
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wiitisée plusicurs fois depuis dans des cus plus généraux, notamment par

Fresxu dans sa Thise.
Aujourd’hui, d

cadre de la théorie des faisoraus mnlyﬂqut: cohérents (vair ci-dessous, 7).

s dans ]

7) Théoric des faisceaus sur une varitié analytique complexe ¥

Létude des pmblém/:s globaux refatifs aux idéaux et modules de lonctions
lmlomarplms ‘m'a accupé plusicurs années, en, Dis
1940, javais vit quun certain lemme sur les matrices holomorphes inversibles
joue un réle décisif dans ces questions. Ce lenmune est énoneé et démontré en
1940 dans [35); dans ce mEme tavail, j'en fais diverses applications, et je
prouve notamment que i des fonctions f (cn nombre fini), holomorphes dans
un domaine d’lwlommp}ucn. n'ont avcun commun dans D, il existe une
rc]:uon}.c,{, -2 dans D. Daas [36), j'introduis la.
notion dt «cohérences d'un syslémc d'idéaux ct je tente de démontrer les

de ce qui deviendr la théorie des faisccaux

nmly\xquamhémnumrnmvmétédcswm mais je 'y paryiens, pas m_;g
s le plis génés

nirera plus 0) et Caujourd’hui, i ¢

Sitbt que f'eus
connaissance de ¢ théordme Qm (publi¢ avee lmucnup d'autres dans fe
volume 78 du Bulletin de a Socifté¢ mathématique de France), je repris
Lemsembledeia tion Tanotion
de faisceau (introduite alors par Leray en Topologic) et celie de faisceau
cohérent (mais pas encarc dans le sens plus général et d.«.ru\ili[quiscm celuide
mon Sémimire 1951-52), lJ ugu essenticllement de co qu'on appellc
aujourd’hui fes «théord: Bs.Cependant, la
générale du théortme B ne vxcndm que dans I Sémimun: cué 2 la suite de

avec].-P. SERRE. La [41] est
d'enseinble de ces questions (sans démonstrations), avec indications sur les
diverses applications qui en découlent pour la théoric globale des variétés de
Stein, et en particulict pour les probkimes de Cousin.

8) Un théoréme de linitude pour Ia cohomologie

11 s"agit du résultat suivant, obenu e callaboration avee J.-P. Stwri: (el {42],
ainsi que mon Séminaire 1953-54): si X est une variéié analytique complexe
compacte, ct F un faisccau analytique cohérent, les espaces de cohomologic
HY(X,F) sont des C—csp::a:s vectoriels de rhmcnsmn finie. u méme résultat
vaut, plus si X estun espace

Cc théoreme n'est aujourd hui que Te poxn! de! dépandu(amcu lhéorcmcdc
GraukrT qui dit que les i d’un faisceay

une application holomorphe et propre sont des faisceaux cobérents.
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(3). Then we can find a holomorphic function #{x) In a neighbourhood of A such
that P{x)m p(x)mad(F) az any point P of A.

‘Theorem I With the same geometric configuration as in Theorem 11, suppose
giten on each {7} u finite system ([} of holomarphic functions, in such a way that
Jor each palr {Y), ("), the corresponding systems ("), (f) are equiralent at each
point of the intersection (8) We can then find a finite system (F) of functions
holomarphic in n neighbourhood of 4 such that {Fy~{f) at any point P of A.

TheoremIV. Giten holomorphic fimetlons F[x) (i=1.2,....p) In a neigh-
bourhood of a closed polyeylinder 4, we can find o formida for the sahtions of
the functional equation A F,+A,Fy+ ...+ A,F,=0 in u neighbourkood of A.
The same is true also for systems of simultancons lomogeneous itnear functional
equations.

‘We have restricted ourselves 10 closed polycylinders: these problems then
become salvable for less restrictive closed sets by virtue of intrinsic propertics.
Besides 1he theorems stated above, we obrained the remainder theorem in No.
5. On the subject of these theorems, we shall be obliged to study them
quantitatirely if we hope 1o be abie to apply them widcly.

We have thus explained the sesults obtained. On the other hand, we shall
speak of the probiem we have been led to,

Prablem (J). Giren an ideul with indeterminate domain. find o flafte local
psenobasis.

As for this problem, 1 know aimost nothing about it, not even an jdea of
what might be the most Favourable attitude in s study. We only know that
this problem cannot aiways be solved, without farther conditions as we have
scen 2 counter example in No.2

Probiem (K) which we solved above is just a special case of this problem.
This was cssential in establishing the theorems stated above, We shall return 1o
the general problem in another case and prove that the problem can be solved
without further conditions for o geamerric ldeol with indeterminate nlumulnv. This
will be indispensable in treating the problems we have been studying since
Memoir I when we allow points of ramification to appear. These two examples
will alrendy show the importance of this problem.

Commentnire de H. Cartan
Ce Memoire o €& écrit cn 1948 et publid en 1950 (Boll. Soc. Math. de
France). 1l est le résultat des réflexions nuxquelles s'est liveé Oxa aprés In
Tecture du travail de H. Carvan {J. de Math. 19, 1940, p. 1-26) dont il a di
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pscudobases, so ulso dogs {I). Now. the adjoint contains F, and the quotient
contains /! ' If i-1>1, we apply the same procedure to the qmman and
so on. We proceed similarly with Fy. Fy. ... F, successively, and arrive al a
system [(J,)(Jy). ... 120 of ideals such that we can attain auy () (f=1.2.....q)
Irom {/) by a [inite numbcr of operations of taking adjoints and quotients with
respect to one of the functions (F) (t=1.2,...,q); further, if each (J) has a
pseudobasis, so also does (/). In addition, each (J) comtains (F).

Let (J) be an a ry ideal of this system and Iet X' be the set of its zeros.
Two cases are po 2 cither X" =%, in which case (J) has (F) as a pscu-
dobasis: or Z'4 £, in which case £°CZ as is easily scen. Let us consider the
subsystem (S) consisting of all the (J) such that £'¢Z.

Let us consider, in general, n characteristic variety T passing through (%)
According to WERSTRASS, the portion of T in a neighbourhood of (x%)
consists of a finite number of branches, If the number of branches of dimension
i i v, (i=n-Ln-2..0), we makc correspond to T the n-tuplc 2
=, % vq). Cansider the st A of afl the « (for a given n) and order it
as fallows Iel a (¥, .7 3.....¥p) be an clement of A dilferent from 2: we
shall say that a<# if cither v, | <¥, | OF ¥, =¥ o ¥y=fay, ;<7 ,
wn-La-2..1}

‘We make correspond to the ideal (/) the clement x of the set 4 associated
ta the set X of zeros of (1) at (¥"): and, to the system (S) if it is not cmpty, we
make correspond the fargest B of the clements of A similarly sttached to the
ideals of (S} Since Z'C Z, we have <

Now, each ideal (J) of (S) belongs to (). We can thercfore apply to it the
same pracedure und obtain o system of ideals which corresponds to the system
(8) attached to {{). Let (5,) be the anion of these systems when (J) runs over
(S,). 11 (S,) is non-cmpty. the element ; of A attuched to (5,) in the same way
satisfies the ineyuality ;< fl<a. Consequemtly. we can only continue a finite
aumher of times. (1) therefore possesses a pscudobasis at (x"). QED.

Commentaire de I1. Cartan

Ce Mémarre VIIL de lecture trds difficile, est consacré 4 Mtude des fonc-
tions holomorphes sur les “domaines intéricurement mmifids™. I} s'agit, en
réalité, de I'ttude des espaces analytiques normaux (ie. dont Tanncan des
germes de fonctions holamorphes en ch’lquc po‘lnl est intdgro ot 1mégml:mcm
clos). et plus général dela ion™ d'un espace réduit,

Cette ¢tude soulédve des problémes de nature Tocale: lc théordme essentiet
ot le survant (cf. Séminaire H. CARTAN, 1953/54, exposé 11): dtant donné un
espace analytique réduit Z, de faiscenn structural €(2), le faisceau £(2) des
clétures intégrales €,(Z) des anneaux locaus &,(£) est un faisccau cohérent sur
X Cest ¢e que, en fait, démontre OXA sans que ce résultat soil clairement
énoncé. Comme conséquence immediate, Pensemble des points veZ ol Z n'est
pas normal est un sous-cnsemble analytique de X.
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uvoir connaissance seulement aprés [a guerre de 1939-1945. 1t n'avait probable-
ment pas connaissance 3 cette époque du travail de CARTAN sur les idéaux de
fonctions analytiques (Ann. Ecole Normale Sup. 61, 1944, p. 149-197) od
taicnt notamment étudiés les “sysiémes cohérents dlidéaux ponctuels™. Les
problémes cavisagés par CARTAN sont aussi considérés par ORs {quoique dans
un langage dirent). mais Oxa va plus loin dans fes résultats.

Oxa introduit systématiquement la notion d™idésux de domaines
indéterminés”, notion qui est en substance équivalente d cclle de faisccan
d'idéaux introduite par CARTAN en 1949 (Ball Soc. Math. de France 78, 1950,

p. 29-64), hquelle a prévalu depuis.

OxA pose ici une série do problhms fondamenaux. Le probléme (J), en
termes de faisceaux, st le suivant: “un fojsecau gnalvtique dlidéaus est-il
Sohéren?”. ORA donne [ui-méme un contre-excmpie. 1l_semhble. qud_ceun
poque i}_savait que_le_fiscean ddkaua défini_parin_sousensemble_and..
ytique_est_cabérent (cf. les 3 derniéres hmq_du.M.ému;l\.mmLALmz
‘publié de démonstration, ce résultat aym ublié pai v

slans son anicle de 1950

Le probléme (K) est résolu ici: il s™agit dec Ja cohérence du faisceau des
relations linéaires entre un nombre fini de fonctions holamorphes (probléme
posd par CARTAN en 1944, mais quo CARTAN n'avait pu résoudre).

L'ensemble des résultats démontrés dans ce Mémoire V11 est condensé dans
les théorémes I 1L 111, IV &noncés & la fin du Mémoire, et qui résolvent
respectivement les probidmes (Cy) (Cy), (E) et (K). ORA énonce ces théardmes
pour un compaci 4, produit de disques compacis dans Jes plans de
coordonnées.

Le théoréme I dit que si Ton sc donne des F, holomorphes sur 4, en
nombre fini. ¢t si unc @ holomorphe sur 4 appartient, en chaque point de 4, 3
Tidéal ponctuel engendré par les F, alors @ appartient & I'idéal engendré par
Ies F, dans I'anneau des fonctions holomorphes sur 4. En termes de fisceaux,
cela s'enonce comme suit: st on a un morphisme surjectif de faisceaux 6F=»J
sur A, o S ost un fuisceau cobérent dlidéaux, e morphisme de sections
(4,67 - F(A. ) est surjectil (ce qui résulte du 1héoréme B appliqué au noymut
de &7,

Le théaréme 11 dit que si d et recouvert par des ouverts U, dans chacun
desquels on o une @, holomorphe, de fagon gu'en tout point de U,nY; fa
diftrence @, -, appartienne & l'idéal ponctucl engendré par les K, alors it
existe une # holomorphe sur 4 tcllc que, en tout point de U,, d—g, appar-
tienme & Iidéal ponctuel engendré par les F,. Ceci, en termes de faisceaux,
s'tnonce comme suit: s F est un faseean cohérent dliddaux sur 4.
Thomomorphisme de sections I'{d, &)+ I':1, €£5) est sugjectif (conséquence du
théoréme B appliqué 4 #).

Le théoréme 111 dit que si A est recouvert par des ouverts U, et si, dans
chaque U,, on a un idéal de ¢(U,) engendré par un nombre fini de fonctions
holomorphes, de fagon qu'en tout point de U,n U, Ies idéaux attachis 3 U, et 3
U, engendrent fe mime iddat ponctuel, alors 1l existe un systéme [ini de
fonctions holomorphes sur 4 qui engendre en loul point lidéal ponctuct
donnt, - Ceci, en termes de faisceaus, sénonce comme suit: si £ st un faiscean
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La lecture de ce Mémaire VII) est encore compliquée par le fait que Ora
melange Tétude de ces problimes de natore locale & des considérations globa-
les, qui faisaient déja Tobjet du Mémoire V1L Cest la mison pour laquelle Ia
partic I du présent Mémoire est consacrée & Fupprofondissement technique de
notions relatives aux faisceaux cohérents diidéaux. notamment le théoréme 1
qui a servi d'une maniére essenticlle dans la preuve du théordms 2 de la Pavtie 1l
du Mémoire, Oxa donnie anssi une démenstration griginale de Iy cobdrence du.
Ioisceay didéqus ataché 4 un sous-ensemble analytique de € (quil appelle,
“théoréme de H. Carran™). et donne divers critéres de cohérence, notamment
le “corallaire 27, 1} donnera wassi un critére de cohérence dans Appendice.

Muis le but cssentiel d’Oka eost Tétude des “domaines intérieurement
ramifits™. Un tel domaine D est, par définition, un revitentent ramifié &
nombre fini v de feuillets d’on domaine D de €*. On peut le considérer comme
Timage dun sous-ensemble analytique I de ©*” par la projection p:
€™ C", p définissant une bijection de ensemble des points réguliers de 2
sur un ouvert dense de D, Ora définit alors ¢ qu'il entend par fonction
holomorphe sur D (¢'est une fonction continue qui est holomorphe anx points
réguliers de D) en transportant ceite définition A Z, on obtient les fonctions
holomorphes dans Tousert des points réguliers de Z et qui ont une limite en
chaque point singulier a lorsqu’on reste dans une composante irréductible de X
au point a. Les germes de fonctions holomorphes en geZ ne sont autres que
les Sléments de la clbture intégrale de Ianneau €,(£) induit par les germes de
fonctions holnmorpha de ['cspace ambiant (""’ Aulr:mcm dit, larsqu'on
aura prouvé Fexistence de Tespace normalisé £ 25 2 (£ #tant considért comme
sous-ensemble analytique de ©**™*%, et ¢ étant induit par Ja projection cano-
nique C**=*F+ €™, - tout ceci ¢lant vrai au moins focalement). alory Iy
fonctions holomorphes sur D sidentifient aux fonctions halomorphes sur 2
(Cest-d-dire induites localement par des fooctions holomotphes de Tespace
ambiant €**™**). Bicn sfr, une fonction hn]cmorphc sur D, eons:déréc comme
fonction sor 2 (ou plutdt sur aux
points de £} n'est pas toujours induite lmlcmml par une fonction holomor-
phe de T'espace ambiant €***. Dans Iz terminologie d'Oxa, les germes de
fonctions holomorphes cn un point seX qui sont induits par des germes de
fonctions holomorphes dans €**™ sont dits posséder It “propriété (IN". Le
point a posséde Ia propri&té () si tout germe de fonction holomorphe en o
posséde Ia propri¢té (H); cela revient & dire que Z, muni de la structore
analytique induite par Tespace ambiant, cst normal au point a.

Dans cette situation de revitement mmifié p: XD, ORa introdnit la
notion de /oncnon (lV] ncsi cmc F holomorphe dans Fespace ambiant €**"
telle que la touto fonction sur ¥
<n une fonction possédant La pmpni'lé {H). Naturellement, celte notion peut se
définir soit globalement, soit locnlement. L existenca locale de tefles fonctions (W)
o5t pronvée. Ces fonctions (W) sont cc que H, CARTAN appelle dénominatenrs
amirersels pour le sous-ensemble analytique £ de €"*" (cf. Séminaire H.
CARTAN, 1953/54, cxposé 9). S1 une fonction holomorphe F de I'espace ambiant
sannule aux poims singulicrs de X sans étre identiquement nulle dans un
ouvert non vide de Z. il existe une puissance F* qui ost (localement) un

133

~D
<




Encyélopaedia of

Mathematical Sciences

Volume 7

Several
Complex
Variables

Springer-Verlag

al

R Reaumert

Foranyopenset U € X and any sectlon s € UL Iheshtafo[ringxduls.a’”
onlU fs coherent at every point X & U where s, % 0.
The proof is & nict application of sheaf yoga, cl. {CASL p- 58/59.
Now it is fun to prove Oka's theorem for €* by industion on . The case
il ion of the formal crilerion. Lel U be
P #0.W=mnyusumcx~0
and s(x) = 0. Choose coordinates (z, #) in C* = € x € such that s(0, w)#0.
Thea, by the Preparation Theorem, theee is a neighborhood D of 0 & € and
2 monic polynomial @ = &z, w & O(D)[w] ‘such that 5,0, = 10,0, We
in D x C the Welerstrass space (I, O) defined by e anl its Weicrstrass
projection (W, Op) — (0. Op). Since: O is coherent by induction hypothesis, the
sheal Oy is cohierent by (7.3). Thea, by the Extension Principle (6.16), its trivial
extension 18w = Opuclafpueis a coherent sheaf of rings. Sined Opy o/00pxc

and OpfsCy caincide around X, the a
Oka's Theorem is at the bottom ofall
importance for Complex Analysis cannot
Here is a first application:
(1.6) The support of every Oy-cohierent sheaf & Isan analytic set in X.

Proof. Since Oy is coherent, the annibator ideal n & of & is coherent and
Supp & = N(.n(ny].d.(&u).d:a.dyN(AnY]isnnAlyminX. jul
Itisnosxaggerion ‘mmmgmmwmmmsmmﬂgm&

i X picx variables. BY sheafifying one 13
ehndnotdnmlwdzumolinws& H

sheaf Oyfs0, is coherent a4 X

theory of coherent analytic sheaves. its
be putinto evidence injust u few tines.

suddenly was able to obtain results one
Historical Nete. The ‘problem of coherence was posed
p.572 and 603.In 1948, Oka proved the theotem for ©* by i
Division Theorem, cf [050], p- 87, and Carlan's comments 1o this paper. ln'
algebraic geomelry, Serre proved in 1955, cL. [FAC), that the structurc sheay
of algebraic varietics are coherent. This ‘result, however, is much casier to obtain %
{han Oka's theorem. 4 38

0, bas nilpotent clements #0. All locally jrreducible spaces are
subsection X always denotes & red
divisors in O, is multipticative, s 1,650, and ¢, 0%

x€e x.Gcrmsin.v'c,malsoalled active. By looking at
fregf,we obtain (using Oka's theorem and sheaf yoga):
{xeX 10, € e, is the support of the coher
Iytic in X. In particular the set (x € X: 6,6 VES

(1.7) For g € 0{X) the set
O-sheaf ong® and hence anal
isopeninX.

R Remmert

4, Extension Principle. Let ¥ denote o closed subspace of Xandlets: ¥ =+ X
be the inclusion. For every sheal of groupsin ¥ the itnage sheal7, 5 is & sheaf
of groups on X ized by (, T 1Y = I and I,ﬂX\Y-O:w:calln,f
the ticial extensionof  to X. & is asheafof ringson Y and I an S-module,
then 1, is a sheal of rings on Xandr Fisa 1,4-module. Qne easily verifies:

(6.14) A W-sheaf I on ¥ is G-coherent if and only i 1.7 18 1, H-coherent
on X.

Thisis the Extension Principle in its simplest form. We need a refinement for
C-ringed spaces (X, o). Every ideal J < &y gives rise to the C-ringed spice
(¥, ofy) where ¥1= N(J) and oy o= (ST cL 4.1 Cleasly sfy/J is the trivial
extension of . Thus the trivial extension 1,5 of every sfy-module T is an.
fJ-module. Hence (6.14) and (69) yield:

(6.15) Let sy be coherent and J & Sy o finite ideal. Then an sty-module T is
sty-coherent if and auly if the trivial extension 1,4 is alx-coherent.

Since structure sheaves of complex spaces are always coberent by Oka's
Theorem, cf. § 7.2, we conclude:

Exteusion Principle for Coberent Analytic Sheaves 6.16. Let (.o bea
closed complex subspace of a complex space (X, Ox) Then an unalytic sheaf § on
Y is Gy-coherent if and only if the trivial extension 1WFof Tt0X isOy-coherent.
“This priociple is applicd again and sgain in Complex Analysis to reduce
questions of eoherence 1o ‘domains in € The coberence of an Op-sheal & is &

1mLHr.noeou:aswm:waeamodd speooinxdamainbom'nndpmm

that the trivial extension of & to D s Op-coberent.

IS

§7. Coherence Theorems

-

mightbca:hwrydthemnosiempkyaé‘l

The calculus developed in section 6
coherent structure sheaves are given. 1t §

as long as no convinging. examples of
was the Japanese matheratician 1 =
using anogher termigology) that the structure sheaf of ever]
coherent. We oudine a simple proof using yoga ‘of coherent sheaves (form:
part) and & Coherence Lemma for Weierstrass projestions (nnalytic part).

In subsection 3 we define for every reduced space X the sheal A ol meromor ]
phic functions on X. Locally these “unclions™ are quotients of holomorphic: 3
functions. Dus to the existence of points of indeterminancy (ke 0 ¢ €* for’
#,/2;) and singular points in the space we use sheal iangunge from the ves
begianing. Using Oka's theorem We callect basic properties of meromorphic
functions. e

The coherence of @ implicsthecohcrmecol’n!l sums €%, 1 54 < oo, and
more generally — the coherence of all locally free sheaves; such sheaves are,
discussed in subsection 4. E

wrvoa
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| @&

() dim HYX, #) < c0;
() the restriction maps

HI(X, %)~ HYR, $)

are isomorphlsms.
4 In order to be able 1o conclude that some complex space is I-convex, it i
evea sullicient to bave dim H* (X, &) < e for any coherent ideal sheal whose 3
support is of dimension 0. ]

b

§3. The Levi Problem o
4
‘This section gives a more detailed treatment of various versions of the Levi |
problem. This problem was over several decades ons of the outstanding prob-
Jemms i complex analysis and has influenced its development significantly. Even ;3
today there are interesting unsolved problems connected with it. #
As a general reference to the Levi problem we recoramend [Siu78],

1. The Classical Levi Problem. Qur starting point is the following theor

Of EE. Levi [Levit]. b
Theorem 3.1, Every domain of holomorphy G < C* (with smooth boundary G} §
is pseudoconvex. 43

“Domain of holomorphy” tueans that there is f € ¢(G) which cannot be e
tended to a larger domain. For a modern proof of (3.1) including a rigorous
definition of “domain of holomorphy”, se¢ [GrFr74]. a's
In one variable every domain is a domain of holomorphy. In sharp contrast §
1o this, to be 8 domain of | nCisa prop nnnle'

A famous example in €2 runs as follows. Let 4, = {z & C||z] < r}. Set G w4
(dy % dy3) U(di\dyz) x 4). Thea G is not a domain of holomorpby. In fact, §
the restriction map i

Old;y x 4,)~&G) fé
is onto, as easily seen by Cauchy’s formula,
The converse of (3.1) is the “classical” Levi problem, sojved by Oka [Qkad,
\/ for p = 2, and by Oka [Qka 531, Bremermann, [Bre341 and Norguet [NorS41ia 3
_general. g
Theorem 3.2. Every pseudoconvex domay {n C is a domain of bolomurphy ¥3
Oka proved cven a marc general theorem for unbranched Riemana dama ine
over C* The copnection to the Levi prabiem of sect. 2 is Cartan-Thullen'ssg
famous ([CaTh32]). -
Theorem 33, A domait in C* is @ dowain of holomorphy if and only if 18 isQ
holomorphically convex.

aknuity"f\’orii (1965)

Frechet Sheaves M3

U‘,c-);'(//).is 2 submodule of 6, 4, is closed by theorem 11, D3, Thus
o = A1), (O) — A.is open, and s0 (f+ I¥)(A7)is openin HYU, ).
& But (/- 1*)(H) is the complement of o g, 50 H g is closed.

: e

"3, Theoren (Cartar’s ‘Theorem A). Let (X, x0) be a Stein space, ad &
I & coherent sheaf on X.. Then HO(X, &) generates & for all x € X.

b proof: Let x€ X, and let ## be the submodule of ¥, generated by
(X, &). Lot 64 € .. Wo can pick a bolomorphically convex neighbor-
hood of x aund a tepresentative oo € HY(U, &) of o, Now HX, &) is dense

i U, ). Thus oy = {0 € HY(U, $)i 0, € A} is dense in HYU, ).

' But by the previous femma, Ay s closed; thus Ay = HYU, &). In

§, particular, o, € A g. Thus A = &, and the theorem is proved.

1'4. “M (Caxtan's Theorem B), Let (X, x0) be @ Stein space. Let  be
coherent sheaf on X. Then HY(X, &) = 0 for aliq = 1.

«, BE. proof: Waits ¥ em U W, whest W © Wagy and (¥, ¢ is o Oka-
o . .

1 -
* Weil domain. By shinking the W, slightly we may sing prop
[™. 5) that HY(W,, &) =0 for all g > I Let U be the covering {W,} of X,
" Since the intersection of any collection in U is a W,, W is » Leray covering.
¢ Let UM w (W, | < ] < n). Then HY(X, ) = HNQD, &),
HONU™), P) = H (W, #) =0forg = 1. PO . -
'(u((uae)zs?nun, e ?1. Let o) be the resiriction of & to NQI™),
B Then ot € ZANQIM, &) sa there is an o™ e CNQUIM), &) such that
. §a® = g™, As an element of CEYNQU™D), &), da®) == 8at*~, and thus
e — b @ Z(NEV), &), Tho cases ¢ = | and ¢ > 1 are treated

g 1. Yo this caso o™ — -3 is in fact a section of & an Wy: Wo

* now choose, by induction, a sequence f*'€ CHNQU™), &) such that 8517 =

ot and | — A% < 2%, Choose AU - 01, Suppose A4, ...,

. %31 are chasen. Since 3el = dutie) = 3F-1) o NQUIS), o) — i)

is a section of & on W, y. By the approximation theorent, thearem 11,
" there is thus a o € H¥(W,, &) such that

1o - @ — g, , <T™
Thus we can take A = af* — 0. Now lux: £ defines an element of
w2

CONQU™Y, &), and clearly this Limit is tho same as the restriction to M)
3 Of(u:fzuﬁ‘" for any = k. Thus im S~ & CHNQ, &), and a("m: AV =

i 40 = o o NQEH), for all k. ‘Thus 3tim B*) = o.
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< heR EFETE.
# &b Gil) 2w Tz, my=l BFh, —fp B SEER (2 - 1)

Lo Su X P ICBH SRFMMRERS. @
coRTOERR, ERIL20BRE—MELEROBRTHS.

w18 (224 VAMEORARE) A7 4 VHIME X LofEEn O

§ KoM § 12 C-HM GERO-1D) Th 3. TRDY

(s) FR+oEoTHitbL. (11-4)

(b) qzloks, UKX, P=0. (w5

£ AFAVEREY ETE, RO ORERIT S,

TOERET 0RO §3 OERTS. I TRETRRCTLAELLO

3 EEEPLERLERASHRL COPHT XD,

BRE WA 254 VERE X oo S 0BRSS 2.

(1) 7¥vompHMMEshicEd e (EM10.1 8).

(i) WRNAEREMEROLE LTEDbERS (ER10-9).

@) HXX, Z)=0 26, 7¥vOREHMES RIS LTS (K
10-3).

(iv) X EORBREE 5w, = (X, §) KX THREROE B,
X, ) atks NX, OFBEL LT w, ~ o pbhEMS TS (B 10-18),

(v) (V) ONBIRAE LT, X 2K CENZENK uy -, uy BHEP
AR LR X TERZRR oy -, 0 EXBAT abontagy, B
ZoLCESMHICERIEFLVXIKTES. (FI0ORS4ML)

1) X CERLEE w1 0 LEREOH R ERB 0L, FH
3 CER X N R) Fibb @ o 6,10 o 4K, O), ot
+au,=0 ot [NX, OF oBFMRLbERENS.

BE L ERI40 (v) 2 6D RY o LTHAABETR RV () 20T

R, SH2 ORFOER, Dbu=0 LAt TREKREROME Gy . o) 2

A X 2UTTRIT Do, =0 3 T EROREM (05, ~, 8,0 L2 2T

b o 6 1t = QUICERAE, TNARED LRRLNS, v IRE

TH3.

B U2 TS RE X 064 10HLT, X SETERR kD

Braneit~Reames

g :
#4. Exbmtons by st Bk we S Ebanion Th ¢y o Stein Slﬁ"'('j;‘?7)

Wohvadnudyahnwnthnp,(Y(‘P))-9'('?)[?‘i:demeiny(r)w N
both surjective and conti p ol bt  5(Py) Sincs ¢ i
deasein #(P). it therclore folows s ""("("“'5’(?”%

5. Exbawstions by Amlytic Blocks are Stein Exhuustions. It is i
easy to prove the following essential result: o eelaivgy

Theotetn 5. Every exhaustion {(F,
bladuunsreinm mofx((uﬂr»vudumpkxxpwxbyam]m

Proof: Finst, by Theorem 3.2, every set P, is & compict Stein set. On
modale oftctions (P, v i & good semispoms | | Thes condiionst) s
<) of Definition L6 are satisfied. Furiher we may assume that the westrictiong
.?(ll;.n)-jy(l’.) do aot incresss the semi-nonns,

remains to show that condition a) is also fulfilled (ie. for every v, #(X)| P, i
dmmy(l'.))mdxi:mu;h(uve:irythkl‘orv—l.’rhuslcues’(zx;{;;;;
& &R with §>0 be given. We cliooss & sequence 5, e R, &, > 0, with )E <5

&

and inductively determine by the Rusge Theo .
5.e (P with Y unge rem (Theorem 4) o sequency

soms and s lP-sh<ds 1=l

Then (| Pry.1)o+ s 8 Cauchy sequence in (P ). By the Convergence Theor
{Thearem 3), the restricted sequence (5| P) has a limit 1, & ?(F,Lsmnﬂonlt
restriction maps sf(P.q)-’!f(P.) axe bounded, 14| 7, is alse the imit of (b
B ) b . o o e
ut the sets {PY) st X. Thus the £;s determine x global section ¢ € £(X) widy
HPy=t, t2LSnos [ [ l.,t'!wequunn s vy

P
Py =gty =4lPt T Gl Po-slPy)
yicks the estimate
it
[CLAL e PR AN +Z o

Letting j + 0, [¢| Py — 5], <, 204 thus every section ¢ € (P ) can be g
imated by global secions ¢ & $(X). P emnbeappsr
One can now combine Thearem § with Theorem 1.8 and Definition 38 and

Prove the main theores of Stein theory: v

-t
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Chaptez IV, Stein Spaces
Iy complete space (X, 0) Is a Stein

‘Theorery, Every holomorphicall)
space. For every coherent analytie sheof & on X, then holomorphic completeness

implles the following:

Jmmmdmmy(ngma every stalk ¥, xe X, as an

O rmadul
gfwaﬂqzl HYX, )= 0.

Furthermore, the original axtoms stated in Section 4 tmply both A) and B).

T
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A Tribute to Henri Cartan

946

' This :vllemml ollﬂklu paying tribute 1o the lmlhrmmkun Heuﬂ Clnan was lwmbled and

Jean-Plerre
Seste, Co g nhl:h unmdu
Car Atiyah. Thi
bv three additional articles, ea:h of \\N:b focuses on a particular aspect of Cartan’s m Iﬂ'z.
“—Steven G. Krantz
Jasted until his dexth

Jean-Pierre Serrg 7

Henrl Cartan

8July !904—|3Augu3!2008

Henrl Canan was, for many of the )vung!t Feo-
eratign, the symbol of the resurgrnce of
mathemarics after \Vnrld War I He died In me
&1 the age of 104 years

Persanal Life

Henn was the cidest son of the mathematician
Elie Cartan (1869-1951), born in Dolomieu (Isére),
and of his wife Marle-Loutse Biancont, of Corsican

origin
Born 1o Nancy in 1904, he entered the
Normale Supérieure (ENS, 45 rue d'Ulm) tn 1923. Tt

‘This happy marniage. which

(followed,  few moniths later. by that of his wife)
mdulzedmzmlld.rm Jewn, Francotse, Eueane,
Mireflle, and

zamne.
In September 1939, at the beginning of the
war, he maved to Clermont-Ferrand, where the
University of Strashourg had been evacuated. A
‘year later he got a chalr at the Sarbonne, where he
was given the task of teaching the students of the
ENS. This was a providential cholce that allowed
the “normaliens” (and many others) to benefit for
more than twenty-five years (1940-1065) from
s coarses and seminars. In fact there was a two-
year imterrupdon when he refurned to Strasbourg
from 1945 to 1947--alas for me, because [ vwas
then a student at the ENS and could nnt make his
final year.

was there
e,

lay a major
bepmmz with André mﬂ, ‘who had entered the

Jem Delsarte, René de Possel, and Charles Hires-
mann. He left the ENS n 1926, supported by a

my 2
e Jeft the ENS tn 1965 and,  few years later,
the mrernal tes between the com-

Sorbonne, he accepted a chalr at Orsay, where
e taught until his retirement i 1975. A lecture
theatre in the mathematics bullding has recently

grant untll the completion of his thesis in 1928, been named after km.
nd beefly became a teacher at the LycteMalletbe g getalls on the bfe of Hean Cartan can
de Caen. Hewas the o
miversity
T rashong whara e taagt oo 1531 101638, 1999%
ek s s peron Tyl Mathermatlcal Wark
s professional an personal
s Ve Dot ol ot e VoW o ey e
h Bl group,which e et ol at
L oprinds hichihelet oy 1 and that was the theary of functions of several
e iy o ey v negrofone  CoTey varabls i Lt became e ey
“analynic geomety).
of s physics colleagues at Srmboung riversy P bagin vith s e oo

)‘denlxw(lh Enalytic func-

Thts 15 4 shightly edived version of the memolr that orige-
Ronad soctery, )mssmmnunuwm
with permission of the Royat Socte!

Joar-Fierr Sarre s professor emeris at the Collye de
France. His emad addvess & serregnoos.

NOTXES OF THE AMS.

tions of one vmabk. one of the most popular
1opics of the period In France. Cartan continued
the work of André Bloch and Rolf Nevaniimma,
TReferences M thi form refer 1o the bibhographey a the
end of the text.

Vounse 57, Nome 8

tices

September 2010

A Tribute to Henri Cartan
page 946

Cartan and Complex
Analytic Geometry
page 952

Cartanas a
Teacher
page 961

_ Cartan, Furope,
and Human
Rights
page 972
Notre Dame
Meeting
page 1056

. Richmond

. Meeling

4 page 1058

studylng T particular the properties
curves In complex projective spaces orlny dlmen

suppose (I never
thought of asking
that

ston (for eample,
ity of yperp) lamxmswnolwmcwumhxy
fashionable at the time, but It became less so In
later years (despite the work of Lars Ahlfors and
H.and 1. Weyl). It finally came back into the Ume-
light thanks to the work of Shoshichi Kobayash

1997) and also to that of Paul Vaolta (sround 1980),
who created an astontshing dictionary relating
Nevanilnna (variants fo the heights of rational
mlnu on algebraic varieties.
Shortly after writing his thesls, hts eyes.
opened, by Well, to the charms of hmmlm! of
several complex variables. Cartan was definltely
seduced by this new feld. Between 1030 and 1940
e published many articles in collaboration with
the German school (ileinrich Behnke and Peter
Thullen), with wham he made great bonds of
Iendship that withstood World War I1. A sommmary
can be found n {An sections 2-5. In particular,
‘we can note the following:
* the mtroduction tn (Oel, no. 23), with
Thullen, of the notion of “convexi
relative to a family of holomorphic
funcrions.

* the follawing result (I0¢}. no. 32),
related 1o the work of Hlle Cartan: the
of abounded

of the reasans’ that
Cartan 1o become
interested In alge-
around

‘braic topolagy
1945-1950. There
were some striking

Tor those
who could sce them—
between cenain con-
cepts introduced by
Qkatihe 2

lae

malm’) and the the
oty of sheaves, which
way belng created by
Jean Leray. In his first
seminars at the ENS

(1948-1951), CIXTAN anq Cartan, at his home desk In
1.

ook up Leray’s theory
in 8 slightly modified Parlz, 1961,

form that was easler

10 use. In a Fubsequent scminar (1951/1052) he
mp(dlh:fmuofmllmﬂtquwzm
fying the notion of “coherence”,

a1k, defined *coherent smabytic sheaves”, , and
proved a vast mmlluuon of the Cmu
theorems: the

famoas Amd
“The stronger statement 1s “Theorem B, which
s thatthe bigher cobomaology goups of -

group of autom

domatn in C" and
xubpwplham:mxw(nmcmm
and embeds 1110 GL(LQ.

Starting tn 1940 it was the *Coustn problems™
that artracted him most ([An], section 6). This In-
vohves the construction of functions whose local
singularities (additive or multiplicative) are given.
s this possible, md If not what are the conditlons

msomh!e problem (of addittve mx) hu a

mmmAundlmvaymrmlwoqu
12n and 1 described

dmmhmlﬂamalno{ whichis

od several spplications of
na oqummmmzh.msz;-pmny
these theorems eam-mg' l——smpmxlmmlh!

ause one of

pinigi vy on tnverdible holomoTphic
rices (1Oe), no. 35, but he lacked
results (which he later nterpreted as statements
coherence). I was the Japanese

‘mathemarictan
who
it and i
methods led.at
%m_mmmm_um
e first Cousin problem was 1
least for domatns of bolomerphy.
it always have & solution.

we only have bows nd atrows” (see Remment
1995} Indeed the 1dea of applying the (algebro-
topologlcal) theary of lha\ ve 10 objects relevant
to analysts (holomorphic functions) was a new
{Gen: 1 was e lter hm \ many other situations

umu) i has now becorme standard.

was
seminar, of defining a complex analytic space

Lo el :slmli‘/rl (possibly with smyularities) s & topologleal space

/ of a topological nature: lhtpmbkmshouldhav!

continuous solations (@ mintm;
one Is searching for }wlnmumhlc mmnnm). Haw

with addutve stracrare groap (for the firt problem) and

€an one concretely exhibit thes
‘moreaver, show that there are 1o others? 1

3en {{Or|, no. 39, section S)

Je o
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p: rlicr, the work of Ca
' trapsformed the study of global problems on Stein

geneo!
domains fn C* He succeeded In dolng this for
n=2and ne3, and be

ric domalns
‘bounded bamogeneous
rvmmm:andmsedm:qnumo:whe

mnmmw:wmm,mmkswmewknr
L Platetsid-Shapiro, that, for a2 4, there exisy
bounded homogencous damainy

which are
not symmetrie,

ATheoremon HolomarphlcMatrices

theory with powezful
toals. There are twu major results that are crucial

1 believe that Cartan's work and the standards
JMymmdslnnmmmm:mu he

sct have ‘mathematicians tn
smdhﬂ:du&mmmw

Tributeto Henrl Cartan from a Camplex
Analyst

Hend
of mathematics in the twenteth century, His
fundamental contributions spanned a

ﬂnwﬂﬂiﬂﬂmﬂﬁnmk\mmh!m
bere only two areas.

The first area is value distribution theory
which he wrote his Ibcslxlzl lltnbw.s.lwah
il one of the most funda-

Iy ROk e EEr 20 6O Lot
Ry =1z € RIRezy 2 O}

tion theory i higher dimepsion. To the general
poathematical

Ry = (z € RIRez, sol
and set R = Ry 0 Ry We assume that g # 2, community this zesult of his, being
50, a8l denote by GLiG,C] b group of  (YSRdonsl b s maey b Mhevmensy
watricrs with entdes 1aC (7 2 1 ‘paralielism with diophantine approximation
s taken on  bew dimension. CANAD's thesis Is
sacghbortood highlighted bere 1o make the gencral walh:
d edst ematiral community awase of this very beautlful
* maps f, of nelghborboods of Ry 1810 GL@.C)  Licce of work.

b= 1,2 such fhat fom /i 00 some meighc The second ara s bt 1s b kot a4 the

baxbood of By (Kadan and UERconst
uummmtham\uhw“ﬂﬂewm Jdevm! ml:r\nzwnﬂhmrnjthinm
trom helocal moml.... Jackson, “You
cnx“ a;amk sheaves ?usmn iul:lutn . bave worked in many areas of ma\hemam Do
natural 1o 1ry 1o prove this result as sn you feel uanynhomtn-nnmlndxm
‘plicit function theorem by solving the linearized mmeﬁy.?ﬂlﬂlunﬂkd. *Geometry—nat
Hy = by = hp (10 % nelghborhood of Byl ml)xmmetw,fnpoloxy.lvmﬂdny.!g;gl

W*WW»:.- o

Today, aoe daes this by working with bounded
Grun

et dircly i Frdhit spaces. The aabtin
‘problesm (with bounds) lnvalvs

the func-
tioms h,. In general, tmpliclt function theoresss
mmrmmﬂnmmdamw

functions. |
ecaled bis ideescampusang work ' mazy
area seems (o

L each stage

b Hmoomu hmmnd\oxumfm ocmwupedalmmn.

! convergence (;':Tﬂuu Nash-Moser techaique). As a way of paying m.bn(e 10 one of the frst-
Cartan's lteration scheme produxces fast conver-  ranked mathematiclans m-:mlr.l.hc:nnu"v
gence without the need for a vperator womnmmom

the e doain e explaln I (he two arcas
of deflattlon.
* Thus, a3 early as 1940, Cartan o

1he use of fast convergence in studying lieration
In Fréchel spaces.

Sormuax 2010

enanctar
math harvard.edu.
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the condition that global bolomorphic

on It separate any pair of distinct polnts.
Cantan's seminal contribution 13 the incor-

poration of sheaf theory frow topology into his

wkmwmﬂu‘mwtnmmdmma\ﬂ

ipportat poton of 3 coherent sheal [5,
MJMLM__E%
rection by proving Thecrems A and B for co) X

‘manifolds {; 7]. slates
group 117 (X, 7) of degree p

‘that the

function werms defined by thele restrictions 1o ¥
belogidentically zero,
Semt [17) later transported the theory of co-

berent sheaves 1o algebraic geometry. It has since
become 3 very powerful indispensable tool in

algebraic geomeLry.

In the exy 19705 | bad the good fottunc of
meeting Cartan in person on two oceasions wi
1 was at a relatively eatly stage of ny carcer, Ou

bad di ;Mm

ent sheal F over Xvanishes if p > 0. Theorem A
states thaf at every polnt Fof X global sections of
F generate J at P over the ring of balomorphic

described a5 consisting of
pnmlc:u!hnlnmhmnmc

given by & p X q matrix of bolamotphic functions
on 0. A glabal coherent sbeal on 2 complex mani-

b

sheaves. [n Theorem B the vanishing of
II'(X F). for example, when p e 1, means that,
for an apen cover (Usl of X by Steln open sub-
sets, local sections fas of F over Uy n Uy with
fap = ~fFraand fug ¢ I‘. ‘fn'oonll.nll‘nv,
as £

can be. ith fe being 2
section of T over U. 'nw case of f belng the
imldhowfummtmuxmdfd

ph.\:tuncuouf.nnll.mdlhenueonwwo\ud
wl'ekmnedhl ly the
mnglow:nmmamm!unmnnm
bvr. fuon U.
mmmutdknlmth:pfmha!‘nw
rems A and B is the ving important gluing
kmmnrcunmuwmlabvkw:menmn
glein € with coOrdInate 2 = x + y-1 y defined by
a(xtbnndt<y<dwb:nm<m<h<bx.
et D = Rayaea xG for some pal
Cartar

mdnxmplml mathematicians ft
mmnwunluznwhehuwm

huhwszm  jourdan. He was very kind,

caring, warm, and Lospiring. 1 stll vividly remen-

‘encouraging tone to point to thought-provoking
nrwkkumd

‘time goes by with further tovolvement (o
mmplexanalmoﬂmymmyndmlnnnntar
Cartan's wurk is estr clevated ta bigher planes.

n bigher dimensian, bis thesis s stll beng used

on the subject. Both the result and the presents-
tion of his thesls are 5o very. elqannndmlun.l.

As for the theary of Cartan_and Oka, s
dmysbeumnmgmmuhemvmutmﬂ.
‘ematics.
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Abstract The classical sampling theorem has often been attributed to E.T. Whittaker,
but this attribution is not strictly valid. One must carefully distinguish, for example,
between the concepts of sampling and of interpolation. and we find that Whittaker
worked in interpolation theory, not sampling theory. Again, it has been said that
K. Ogura was the first to give a properly rigorous proof of the sampling theorem.
‘We find that he only indicated where the method of proof could be found: we identify
what is, in all probability, the proof he had in mind. Ogura states his sampling the-
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orem as a “converse of Whittaker's theorem”, but identifies an error in Whitiaker's
work.

In order to study these matters in detail we find it necessary to make a complete
review of the famous 1915 paper of E.T. Whittaker, und two not sa well knawn papers
of Ogura dating from 1920. Since the life and work of Ogura is practicully unknown
autside Japan, and there he is usually regarded only as an educationalist, we present
a detailed overview together with a list of some 70 papers of his which we had o
compile. K. Ogura is presented in the setting of mathematics in Japan of the early
20th century.

Finally, because many engineering textbooks refer to Whittaker as a source for
the sampling theorem. we make a very brief review of some early introductions of
sampling methods in the engineering context. mentioning H. Nyquist, K. Kitpfmiiller.
V. Kotel'nikov. H. Raabe. C.E. Shannon and [. Someya.

Keywords Sampling theorem ; Sampling techniques in engi ; Interp i
Japanese mathematics history

Mathematics Subject Classification (2000) 94A12 | 41A05 { 01-02; 94-03 ;
01A27

I Introduction

Several major questions concerning the early history of sampling theory remain unre-
solved. One of these is: Where does one find the first rigorous proof of the sampling
theorem? By this we mean the representation of a function f in the cardinal or clas-
sical sampling series:

(

sin iant
zin’

f= JZ:rm)
n<7

(1))
n

valid for all functions f belonging to some given function class. It has sometimes
been stated that Ogura was the first to give a proof of the classical sampling theorem
in 1920 [134). One of our purposes here is to subject this statement to further re-
view, and, we hope, clarification. In pursuit of this we are led to a study of the paper
[$1] by E.T. Whittaker and among the many ideas that emerge from this work we
find the answer to another fundamental question: where does the notion of frequency
content. in particular, band-limitation, first appear in the context of sampling theory?
It seems that neither Whittaker's nor Ogura’s contributions to sampling theory have
been reviewed in depth before.

Sampling theory is known to have emerged from many independent beginnings
116, 17, 333, 56, 65). and in preparing a preliminary chapter for the book [ 18]
it was felt necessary to come to a better understanding of its roots than has been
achieved up to now. The present study is part of this larger design,

It is necessary to recall the difference between interpolation and sampling.

Interpolation: Points (n, ap), n € Z, are given: one asks for an interpolant, that is,
a function with good properties that passes through these points

BIRKHX USER|
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PREFACE

These notes reproduce almost verbatim & course taught
during the academic year 1962/63. The original notes,
prepared by Joan Landman and Marion Welner, were distributed
— . to the clase during the year. The present edition differs
3 from the original only in that many mistakes have been
corrected. I am indebted to Miss Weiner who prepared this
edition and to several colleagues who supplied lists of
errata.

I intended the course as an introductian to the modern
theory of several complex variables, for people with background
: mainly in classicsl analysis. The choice of material and the
mode of presentation wers determined by this aim. Limitations
of time necessitated omitting several important toples.
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nEe Every aocount of the theory of several complex varisbles
S 103893 15 largely a report on the ideas of Oka. This one is no
exception.
L.B.
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