
写像の特異点の分類・双対性・応用

石川剛郎

(いしかわ・ごうお， Goo Ishikawa) 

北海道大学理学研究院・数学部門

「春の野に咲くスミレはただスミレらしく咲いているだけでいしり

岡潔先生(春宵十話)

【写像の特異点】

N，M: C∞多様体， dimN ==κdimM == m (e.g. N == Rn，M == 
Rm) 

f:N → M: C∞写像， αεNとする.

αのまわりの局所座標系 Xl，X2，・・・ ，Xn， 

f(α)のまわりの局所座標系 Yl，めい・・ ，Ym，について，

f : Yi二点(Xl，・・ ，Xn)， (1三i三m)

【例】

しずめ込み :η 切， rank侠(サ==m ゃヨM7 品
:α のまわりの局所座標系 f:初 =47 (1三i三m). (“ 
陰関数定理")

はめ込み :η 何 ra叫設(吋 =η φ ヨyLui7 ゐ:
f(α)のまわりの局所座標系 f Y~ == Xi， (1三i三η)，必=
o (η+1三j三m)



【写像の特異点の定義】

点 αεNが，写像 f:N→ M の特異点 (singularpoint) 

品叫(詑(サ<min{n， m} 

【写像の特異点の分類】

写像芽(しゃぞうが)fぅgが冗-ι同値(right-left equivalent) 
(Map-germs f and g are “diffeomorphic" ) 
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【特異点の分類における基本的な2つの方法】

一不変量(invariant)による方法 ←内包(仰i加凶n凶蹴伽t旬刷刷e臼叩n凶1

一標準形(normalform)による方法 ←夕外十延(extension) 

不変量で大きく分類し，標準形で代表元を具体的に表示する.

【例】

不変量:Jacobi行列の階数

"しずめ込み"の標準形:(Xlぃ .， Xm，・ぺ仇) I→ (Xlぃ • ，Xm) 
“はめ込み"の標準形:(Xlぃ・・ぅ Xn)I→ (Xlぃ • ，Xn，O，・ぺ0)

【例】(構造安定特異点の分類)

f : N2→ M2が「構造安定」のとき，写像芽ん :(Nぅα)→
(Mうf(α))(αε N) の標準形は，
(Xl， X2)ぅ(Xl，X~): fold ぅ (Xl ぅ X~+XIX2): CUSp. (H.Whitney 1955) 
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【写像の特異点の分類理論の先駆者】

- H.Whitney， R.Thom， J.Mather，福田拓生，. . . 

【関数の特異点】

m == 1. f: (Rη，0)→ R， y == f(X1，・・・ Jη). 

特異点、 z 二 O が f の非退化特異点(~州最(め)チ 0) ，
lndex (品j)= r 二今 f~-zi- -d+呼+1+ +zi 
(Morseの補題)

微分トポロジーへの応用-参考文献:ミルナー「モース理論」

吉岡書庖

Thomのカタストロフ理論-参考文献:トム「形態形成と構造

安定性」岩波書盾

【関数の特異点(つづき)】
“複素化"して，複素解析的なカテゴリーで"余次元"が有限な
関数芽 f:(Cη，0)→ C， Y == f(X1，・・・ ，Xn)，の分類を考える. “ 
モダリティー"という不変量に注目して， “安定 R十一同値"につ
いて標準形を求める (V.I.Arnold1973): 
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- O-modal (simple) 

Ak : f(X1) = X~+l) Dk: f(X1) X2) = XIX2 + X~-l (k三4)

E6 : f(X1) X2) = xt + xiう E7: f(X1) X2) = xt + X1X~ う

E8 : f(X1) X2) = xt + xg. 

- uni-modal 

Tp，q戸 f(X1)X2) X3) = xf + x~ +必+αX1X2X3ぅ
(;+j +}く 1ぅ αチ0)ぅ

T3，3，3 f(X1) X2ぅX3)= xt + x~ + x~ +αX1X2X3) (α3 + 27 yf 0) 

T2，4，4 f (X1) X2ぅX3)= xi + 吟 +x~+ αzidp(α# 土2)

T2，3，6 f(X1) X2) X3) = xt + X~ + X~ +αzidp(4α3 + 27 yf 0) 

- uni-modal (cont.) 

Q10 : XIX3 + x~ + x~ +αzd K14:zi+zi+zi+αZlzi 
Q11 : XIX3 + x~ + X2X~ + ax~ Z13 : XtX2 + x~ + x~ +αzd 
Z11 : XtX3 + x~ + x~ + aX1xi K13 : xt + X1Xg + x~ + αx~ 
811 : XIX3 + X2X~ + x~ + αX~X3 W13: xi + x仰いおい αx~

Q12 : XIX3 + x~ + x~ +αzd 
812 : XIX3 + X2X~ + X1X~ + αx~ 
U12 : xt + x~ + x~ 十 ω向x~
Z12:ziZ2+zd+zi+azi 
W12:zi+zi+zi+G2123 
K12 : xt + x~ + x~ +αzd 

Arnoldの研究とは独立に，

一驚藤恭司， Einfach-elliptische Singulari凶七en，Invent math. 

(1974). 

一→ Flatcoordinates， Frobenius structuresうetc...
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-自然科学を 2つに分類するとしたら:

Natural Philosophy Natural History 

(和訳:自然哲学，物理学和訳:自然史，博物学，本草学)

特異点、の分類における 2つの方法:

不変量による方法7 標準形による方法

N atural Philosophy :たくさんの例をまとめることに貢献する研究

N atural History :たくさんの例をみつけることに貢献する研究

不変量の研究は自然哲学 標準形の研究は自然史

自然哲学だけでなく，自然史の研究も紹介します.
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 いて，

F(t， Xl， X2) = t4十Xlt2十X2t

は，f(t)ニ t4の冗+ー普遍開折(universalunfolding，退化した特
異点の摂動をもれなく記述).

G(t， XlぅZ2?Z3)=t4+Zlt2+Z2t+Z3

は，f(t) = t4のκ-普遍開折.

y = x+ 
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【Lagrange特異点の研究への応用】

T*Rnニ R2n:Rnのcotangentbundle，座標Xl，'• ・ぅ Xn ぅ Plぃ • ，Pn. 
ω== dPl八dXl+・・・ +dpn八dXn:シンプレクティック形式

LcTキRnが Lagrange部分多様体ぷヰ Lはη次元部分多様
体で， ωIL== O. 

【例】.

Rn上の C∞関数 y== f(x) == f(XlぅX2ぃ.，Xn)に対して型

[θf(¥ -1 ./'./  1 
L == i (x，p)εT*Rn I Pi ==瓦(X)ぅ1三区n{

はLagrange多様体.

実際 ωIL== d(~~l PidxilL) == d(df) == O. 
射影 π:T*Rn→ Rnぅπ(Xlぃ・.， Xn ， Plぃ • ，Pn) == (Xlぃ・・ぅXn)に
ついて，制限写像 πIL:L → Rnの特異点を Lagrange特異点

とよぶ. (-→多価性，分岐の解析等への応用)

【例】.

L == {(入lぅ入2，Pl， P2) == (入ぅ 。+入tぅ2う -t) ε T*R2 I (入，t) ε 
R2}は Lagrange部分多様体.πIL: L → R2はカスプ写像芽

(Xl ぅ X2) ト→ (Xl ぅ X~+ XIX2) と7之ー乙ー同値.

【定義】

Lagrange部分多様体 LうL'c T*Rヘ射影 π:T*Rn→ Rnにつ

いて， πILとπILIが Lagrange同値42与
πーファイバーを保存するシンプレクティック微分同相写像2::

T*Rn→ T*Rnが存在して， 2: ( L) == L'. 
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πILと汁IL'が Lagrange同値 ====?πIL二 πIL'が冗-L-同値

【定義】

π(L)の特異値全体の集合 CLC RnをLのコースティック(焦
点集合)とよぶ.

π IL と π IL' が Lagrange 同値二今 CL と C~ が微分間相

関数の特異点の分類理論 応用〉関数の開折理論

応用 tLagrange特異点、の分類理論

・関数族F(tぅx): Rk x Rη → Rが Morse族
品関数の特異点の軌跡 C(F):== {寄 0， 民==O} c 
RkxRη が η次元部分多様体で，しかもヲ(詰 ?35):RM→ 

Rkが C(F)上に特異点を持たない. (関数の非退化性を，関数

族に対して一般化した概念)

F(t，x)が Morse族ならば，
L == {(x，p)εT*RηI Pi ==宏(t，x) for some(t， x)εC(F)} 
はラグランジュ部分多様体.

すべてのラグランジュ部分多様体は，局所的にこの構成から得

られる.(母関数とよばれる). 

コースティック CL 母関数F(t，x)の分岐集合

分岐集合:F(x，入)が退化特異点を持つようなパラーメータ入
の集合.言い換えると， πlIC(F): C(F)→ Rη の特異値の集合.

(←標準形があれば調べられる.) 
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【Legendre特異点、の研究への応用】
Jl(RnうR)== R2n+l : Rn上の関数の 1-ジェットの空間，

座標九・・・ぅXn，Y，Plぅ・・・ぅPn・
接触形式α==dy -(Pldxl +・・・ +Pndxn). 
L c Jl(RnぅR)が Legendre部分多様体ぷ主Zは η 次元部分
多様体で， αIL== O. 

【例】.

Rn上の C∞関数 y== f(x) == f(Xlうお2ぅ・・・ぅxn)に対して，

L = { (x， y，p)げ Rn 1 y == f ( x ) ，Pi ==まい)ぅ1三ω)
は Legendre部分多様体.

射影 π :J~Rぺ R) → Rn十1 ぅ π (x ぅ y ， p) == (x，y)について，間限
写像 πIL:L → Rn+lの特異点を Legendre特異点，像 π(L)C 
Rn+lを波面集合(wavefront)とよぶ.

(波面集合は，Rn+lの超曲面となり，関数のグラフの一般化と

見なすことができる)

参考文献:泉屋周一，石川剛郎「応用特異点論」共立出版.

“博物(はくぶつ)"とは何か?

博物の博は博覧強記の博?

理←→博?哲←→史?

博物→博物館==museum ← muse (物思いにふける)

←→ amuse (楽しませる)→ amusement==娯楽

0
0
 



特異点論は，多分に写像の特異点の博物学を作ることを目指し

ている， と考えている.

ちなみに， Arnoldは「数学は，流行から遅れた物理の一分野」

と言っている.

【幾何構造にかかわる特異点の分類問題】

- Lagrange特異部分多様体 (Rn，0)→ T*Rη の分類理論

-(η== 1)平面曲線 (R，O)→ R2== T*Rの特異点の分類.
“Zariskiの問題"への応用， Bruce-Gaffneyの結果の拡張7
(S. J aneczko-1) . 

一 Legendre特異部分多様体 (Rη，0)→ J1(Rη，R)==R2η+1の
分類理論

-(η== 1) Legendre曲線 (Rぅ0)→ R3== J1 (R， R)の分類
(P.Mormul-1)， "Legendre-Goursat duality" ， 
differential systemの分類問題への応用.

(Zhitomirskii， Montgomery， Mor白川?…)

-可展面(developable surface)の特異点の分類， Monge-Ampere 

方程式の解の特異点の分類・射影双対性

-接触構造と共形構造の双対性， contact-cone Legendre-null 

双対性

【例】.

パラメータ付けられた平面曲線 c: (R，O)→ (R2，0) c(t) == 
(X1(t)，X2(t))について，
c' (0) ==ゅう0)かっ c"(O)，c"'(O)が一次独立二今 C rv (t2， t3). 
(平面曲線の A2形特異点)
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実はシンプレクティック微分同相写像で同値(シンプレクティッ

ク同値). 

Cl， C2 : (Rぅ0)→ (R2，0)ぅCl と C2が“シンプレクティック同値"
=今 Cl と C2が可微分同値目ι同値).

【O-modalぅunimodal(C， 0)→ (C2，0)のRL-分類】 (Janeczko-
Iう2006-2010)

A2R: 
E6R: 

D6R+2・

W12 : 
…-VV 18・

w九一1
…-i可20・
…-1V24・

N28 : 

W24 : 

W30 : 

TXT# 
1'1' 2，2R-1 . 

(t2， t2R+1)ヲ (e = 1ぅ2ぅ3ぃ・・)ぅ
(t3
ぅ
t3R+1+ t3(R+p)+2)， (0三p三e-2)ヲ (t3

ぅ
t3R+1)ぅ

(t3
ぅ
t3R+2+ t3(R+p)+4)ぅ(0三p三e-2)ぅ (t3

ぅ
t3R+2)ぅ

(t4， t5 + e)ぅ (t4うt5)，
(t4， e + t9)う (t4，e + t 13) ， ( t4 ， e)ぅ
(t4， t6 + t叫 5)ヲ
(t5， t6 + t8 +αt9) (一α~α)ぅ (t5，t6 + t9)ぅ (t5，t6 + t町う (t5，t6)ぅ
(t5， e十t8+ at11)ぅ (t5，e + t11 +αt町(-α~α)ぅ
(t5ぅe+t町う (t5，e + t内う (t5，e)ぅ
(t5， t8 + t9 +αt12)ぅ(t5 ， t8 + t12 +αt吋(-α~α)ぅ
(t5， t8 + t14 +αt17) (一α~α)ぅ (t5うt8+ t勺ヲ (t5うt8+ t22)ヲ(t5，t8)う
(t4， t9 + t10 +αt11) (α#器)ぅ (t4，t9 + t10 +器t11+αt内ヲ
(t4， t9 + t11)ぅ (t4，t9 + t町う (t4，t9 + t内う (t4ぅt9)ぅ
(t4， t11 + t13 + at町(-α~α)ぅ (t4，t11 + t14 +αt勺 (αヂき)， 
(t4， t11 + t14 +雲t17+αt21) (ωα~αpω3 = 1)ぅ
(t4， t 11 + t 1 7)う(t4，t11 + t21)ぅ (t4，t11 + t内う (t4，t11)ぅ
(t4， t10 + t叫 9+αt叫 11)(ωα~αぅω2R-1=1) (e=lぅ2ぅ3γ ・・).
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【双対性(duality)とは何か?】

日光菩薩と月光菩薩(東大寺三月堂)

双対性は，物事の説明の基本的方法の一つ.

例.この2枚の写真はそっくりだ.なぜな
ら鏡に写しただけだから.

例.A君と B君は似ている.なぜなら双子
だから.等

対称性と双対性は異なる概念.

射影双対性(projectiveduality)は対称的.

後ほど説明する“contact-coneLegendre-null 

双対性"は対称的でない双対性.

【射影双対性】

Rpn+1 == P(Rη+2)を(η+1)ー次元射影空間とする.
「射影双対」は， incidence多様体

J2n+1 ==九η+1== {([x]， [ν])ε RPn+1 x Rpn+1* I x . y == O} 

(2η 十 1次元多様体)と，ダブル・ファイプレーション

RPη+1←ヱL Flm+1」と→ RPη十1*

によって与えられる.(RPη+1* == p(Rn+2*)は双対射影空間). 
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【接触幾何，ルジャンドル特異点論の応用】

[2n+1は (2n+ 1)次元多様体であり，自然に，Rpn+1上の“接
触要素"の全体PT*Rpn+1，あるいは Rpn+1*上の接触要素の

全体 PT*Rpn+へと同一視され，接触構造

D == {x . dy == O} == {dx . y == O} c T ( [2叶 1)

を持つ.

局所的には，ダブル・ルジャンドル・ファイプレーション

Rn+1 ~ (x剖←(xふP)R2n+l(Zふp)→(x'p-y ， p) ~ Rn+1 

と同型.) 

η次元部分多様体 8ncRP叶 1に対して Legendre持ち上げ

8 :== {([x]， [y])ε[2n+1 I [x]εSう
[y]は [x]における Sの接平面を与える}

が一意的に定まり，波面集合 8V==π2(8)はSの dual variety 
を与える.(8の各接平面を Rpn+1*の点と見たときの，それら

がSに沿って描く軌跡). 
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【例】.

3 C Rp3を"generic"な曲面(2次元部分多様体)とする.3の
dual variety 3vに現れる特異点は，A2型特異点(cuspidaledge) 
またはん型特異点 (swallowtail)に限る.

4d 、』司、 r

SV 

【可展面】

曲面のうち，“接平面の動きが退化する"曲面を考える.3cRp3

が可展面 (developablesurface)4ヰrank(π21M)三1.

e Euclid空間内の曲面 SζR3(C RP3)が可展面宇中局所的
に平面と等長的(平坦曲面). 

【定理】.

3 C Rp3をコンパクトで特異点、のない曲面とする.
Sが可展面ならば， 3は射影平面に限る.
(森本徹-1，Diff.Geom.Appl. 2001，一般化， Monge-Ampere方程式の大域

的モデルとの関係)

-射影平面でないコンパクトな可展曲面には必ず特異点が生

じる.
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【接線曲面の特異点】

可展面の例. (接線曲面， tangent surface， tangent developable) 

空間曲線の接線の作る線織面(ruledsurface). 

接線曲面は，曲線の型(type)とよばれる射影不変量によって記

述される.

整数の列 1<α1<α2<α3について，

c: R → Rp3が t== toεRで型 (al，α2，a3)を持つ

& C(tO)を中心とした或る局所射影座標Xl・X2ぅX3について，
( Xl(t) == (t-tO)α1 + O( (t -tO)α1) ， 
c: < X2 (t) == (t -tO)α2 + O((t -tO)α2) ， 
l X3(t) == (t -tO)α3 + O((t -tO)吋.

【例】.

(α1， a2， a3) == (1， 2， 3)のとき，接線曲面は， カスプ縁(A2型)，
(2，3，4)のとき，接線曲面は， 燕尾形(A3型)，
(1，3，4)のとき，接線曲面は， モンド曲面(Mondsurface). 

(1，2，4)のとき，接線曲面は，閉じた笠(foldedumbrella) (folded 

umbrellaはLegendre持ち上げ自体が特異点、を持つ.特異ルジ、ヤ

ンドル部分多様体.) 

AA --



cuspidal edge swallowtail Mond surface folded umbrella 

【双対曲線】

有限型曲線 c:R→ Rp3について 各点で接触平面が定まる.

【例】.

c' ( to)， c" ( tO)がl次独立 (α1=1?α2==2の型)のとき， c' ( tO)， c" ( tO) 
の張る平面が接触平面.

c: R → Rp3に沿って接触平面の作る Rp3*における曲線

♂ :R → Rp3*を Cの双対曲線(d ual curve)とよぶ.

-双対定理 c** cが成り立つ.

-双対公式 (Arnold，Scherbak) 
曲線 Cのt== toにおける型が (α1，a2，α3)のとき c*の型は

( b1， b2， b3) == (α3一α2，α3一α1，α3)

で与えられる.
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(1，2，3) 

ーーー (1，2，3)

(1，2，4) ーーー (2，3，4) (1，3，4) 一一ー (1，3，4) 

【接線曲面の双対性】

Cの接線曲面は c*の接平面の作る軌跡 (c*の双対曲面)， 

c*の接線曲面は cの接平面の作る軌跡 (cの双対曲面)， 

くミ込 く込
/でs==::::.-s.'ミ

cuspidal edgeは射影自己双対， swallowtailとfoldedumbrella 

は射影双対， Mond surfaceは射影自己双対.
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【境界付き曲面の射影双対】

境界付き曲面 (8，γ)C Rp3は，5-次元接触多様
体15C Rp3 X Rp3*の中の曲面に持ち上げられ

る:

L :== {([x]， [ν])ε Rp3 X Rp3* I [x]ε8， 
[y] determines T[x]8 as a projective plane}. ↓ 

f :== {([x]， [y])εL I [x]εγ}==θL. 

Lは接触構造の Legendre曲面 (D-積分曲面)
FはD-積分曲線

Tf c TL c D C T(PT*Rp3)ー
(L，f)は (8，γ)の一意的な Legendreリフト.

(L， f) c 

(8， ry) c 

PT*Rp3 

↓ 
Rp3 

一 丸グ5 PT*Rp3* 

π1〆 ¥iπ2 ↓
Rp3* 

【曲面の平坦拡張問題への応用】

問題 3次元ユークリッド空間内E3の境界付き C∞曲面 (8，γ)
に対し c1_平坦拡張 8of 8を求めよ.(つまり，拡張部分
sf二 S¥Int8が C∞ー平坦曲面， 1.e.局所的に平面と等長的)

幾何的方法:

一境界γに沿つて Sの接平面の作る 1-ノパ号ラメ一夕族を考える

一その平面族の

aryer附 lope).
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境界上の点pεγ=θSについて，曲面 Sの接平面九Sと空間
曲線γのpにおける接触平面が定まる.それらが一致するとき，

点pを“接触平面接触点"(osculating-tangent point)とよぶ.

定理. (Di百.Geom. Appl. 28 (2010)ぅ341-354.)

[ジェネリック平坦拡張問題の解]• 
E3内のジェネリックな C∞曲面 (Sぅγ)が pεγ を超えて
局所的，一意的な c1平坦拡張 Sを持つための必要十分条件
は，pが osculating-tangentpointでないことである.

単位法束T1E
3= {(xぅv)I x εE3，VεTxEぅIIvll= 1}ぅ

接触構造 {vdx= O} C T(T1E3). 
E3の境界付き曲面 (Sぅγ)は，境界のついたルジャンドル曲面

(Lうr)に一意的に持ち上げられる:1f1 (L) = Sぅπl(r)=γ. 

PT*Rp3 +-p T1(E
3) 

π1/ ¥、 π2
R X S2 g→ Rp3* Rp3コ E3

π1 ([1ぅx]ぅ[-x.yぅy])= [1， x]， π2 ([1ぅx]， [-x.払 y])= [-x.yぅy]

今 π2(r)c Rp3*をγのフレーム双対(framedual)と呼ぶ.

フレーム双対今の双対曲面(今)Vと双対曲線(今)*(cヂ)がRp3
の中に得られる:

0
0
 

1
L
 



(今)Vは今の接平面 (εRp3)の作る軌跡.
-(今)*は今の接触平面 (εRp3)の作る軌跡.

定理.ジェネリック曲面 (3，γ)の境界包絡面はフレーム双対
今の双対曲面(今)Vに一致する.
境界包絡面の特異点集合はフレーム双対今双対曲線(今)*に

一致する.

・問題:フレーム双対今は，曲線 γのプレーミングに応じて，

どのような特異点を持っか?

定理.ジェネリックな D-積分曲線f:I→ Fl，n+1に対して，

曲線 γ=π10fの型と曲線今=π20fの型は，1の任意の点、

に対して，

(1，2，・ぺη?η+1)または (1，2，・・・7爪η+2)で与えられる.
とくに， η==2については， (1，2，3)または (1，2，4)で与えら
れる.

定理.(境界包絡面の特異点の分類)フレーム双対今の型が

(1，2，・・・ 7仏 η+1)のとき，その双対曲面ヂの特異点は Aη
型， (1，2ぅ・・・?η7η+2)のとき，Aη+1型.
特に，ジェネリクな境界包絡面の特異点は，カスブ縁(A2型)
または燕尾形(A3型)で尽される.

最後に，ごく最近の結果の紹介をします.ある種の双対性から

特異点、の分類を行いました.

【Contact-coneLegendre-null duality 】
(V4， [2)を4-次元シンプレクティックベクトル空間，
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Q をシンプレクティック形式とする.

Lagrange旗多様体:

F円:=={( RぅL)IR c L c V， R:直線ぅL: Lagrange平面}ぅ

3-次元実射影空間:

P(V) == Gr(lぅV):== {R c V I R :直線}ぅ

Lagrange Grassmann多様体:

LG(V) :== {L c V I L : Lagrange平面}

とする.

π
 
¥、

内

〆π
 
P(V) LG(V) 

: 
1C.2πj-I(X/ 

【接触構造と錐(共形)構造】

P(V)は自然な接触構造を持つ:D c TP(V)， R εP(V)， 

De :== Te(π1π51π2π11(R)) == TeP(Rskew) c TeP(V). 

LG(V)は (1ぅ2)型の非定値共形構造を持つ:
零錐(nullcone) C c TLG(V)がLε LG(V)について，

CL :ニ TangentCOneL(1叩「[17巾

ハUつU



で定まる.ただし，

π2π[1π1可1(L) == {L'εLG(V) I L' n Lヂ{O}}

は Schubertヴァライティー.

【Engel構造】

Lagrange旗多様体F汚は Engel構造ECTR2を持つ:(1!，L)ε 
F円について，

E(仏:== T(仏)(ぢ11[2π11(1!)) == T(f，L) (πfV1可1(1!)) 
Ker(π1)* EB Ker(π2)*・

言い換えると

U 5TF;;;? U εE(f，L)字二今汁1*(v)εTP(L) c TP(V). 
導来系 ε2:== E + [E，εlは，接触構造Dの引き戻し吋?に等
ししヘ

IcRを開区間とする.

c∞曲線 f:I→ (F，のが Engel積分曲線とは
ふ(TI)c E (c T:F)のときに言う.
c∞曲線g:I→ (P(V)， V)が Legendre曲線とは
g*(TI) c V (c TP(V))のときに言う.
c∞曲線 h:I→ (LG(V)，のがヌル曲線とは
h*(TI) c C (c TLG(V))のときに言う.
e f: 1 → (:F， E)が Engel積分曲線二今

π1 0 f: 1 → (P(V)， V) はLegendre曲線.
π20 f: 1 → (LG(V)， C) はヌル曲線.

【射影構造と曲線のタイプ】

M: m-次元C∞多様体，M==UαUα7ψα :Uα→ ψα(V:α) c Rm 

ーーよりん



:チャートぅ仰 Oψα:ψα(~α 刊 の)→仰(~α 門的)が I次有理式:

(Xlうぅ Xm)日 (:;:515jm
自然数の列 1<α1<α2く α3について，

曲線 γ:1→ M が to εI でタイプ α~(α1 ぅ α2 ぅ α3) を持つと
は， γ(to) を中心とする局所射影座標系 (X1ぅぬい • ，Xm)があっ
て， γが

引い)~日吋-tO)a1) 
X2(t) ~ (t -tO)α2 + O((t -tO)α2)， 
X3(t) ~ (t -tO)α3 + o( (t -tO)α3). 

e P(V)ぅLG(V)ぅFfzは，それぞれ射影構造を持ち，各 π1-ファ
イバー， π2-ファイバー，および，それらの π2-像， π1-像が射影

直線となる.

【ルジャンドル曲線とヌル曲線の接線曲面】

射影構造を持つ 3-次元多様体の中の有限型の空間曲線に対し，

接線曲面(接線可展面)が定義される.

補題:

f:I → (FJ2ぅE)をEngel積分曲線とし， π10fとπ20fがと
もに有限型曲線とする.

このとき π1(π21(π2(f(I))))は曲線 πl(f(I))の接線曲面とな
り，句作11(π1(f(I))))は曲線 π2(f(I))の接線曲面となる.

η/μ つ臼



、道

Engel積分曲線のジェット空間JJ(I?Ffz)が定義できて?
その中で，

2πI、α:={jT f(to)εJJ:(I， :Ft~?J I 1r1 0 f : 1 → P (V) is of typeα} 
2旬、b:={jγf(to)εJJ:(I，:F円)I 1r20 f : 1→ LG(V) is of type b} 
と定める.このとき，次を得る:

補題:パ[除余次元公式(いC∞O吋di口悶
2π1ト司αヂゆ仁二今〉 α句3二 α引1+α匂2，codim(I:π1，a)二 a2-2 
I:7r2，bヂゆ仁二}b3ニ 2b2- b1， codim(I:π1，a) = b2 - 2. 
補題:[双対性公式(dualityformula)] 

Engel積分曲線 f:1→ Fげについて，

type( 1r1 0 f) =αtype( 1r2 0 f) = b ならば

(b1， b2， b3)ニ (α2-α1，α2，α3)， (a1，α2ぅα3)= (b2 - b1， b2， b3). 
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(1，2，3) 

ーーー(1，2，3)
(1，2，4) ーー一 (2，3，4 ) (1，3，4) ーーー (1，3，4) 

I I 

I I 
(1，2 f 3) 

ー一一(1，2，3)
(1，3，4) ーーー (2，3，4) (2，3，5) 一ーー ( 1，3，5 ) 

定理. (待田芳徳一高橋雅朋-1)

c∞ートポロジーに関してジェネリックな Engel積分曲線 f:
I→F立について，
π10 fぅπ20fのタイプの対と接線曲面の特異点の対は次のリ
ストで尽される:

(1) (1ぅ2う3)，(1う2う3)ぅ cuspidal-edgeぅ cuspidaledge 
(11) (1ぅ3う4)う (2う3う4)ぅ Mondsurfaceぅ swallowtail

(111) (2ぅ3う5)う (1う3ぅ5)ぅ genericfolded pleatう Scherbak surface 

A
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よ三三
cupidal-edge 

Mond surface swallowtail 

generic folded pleat Scherbak surface 

cuspidal-edge (resp. Mond surface， swallowtail， generic folded 
pleat， Scherbak surface) 
は，それぞれ次の標準形で与えられる写像芽 (R2，0)→ (R3， 0) 
と冗-c四同値である:

Scher bak surface : 

(x， t)日 (x，_~t2 + xt，げ-izt2)?
(x， t)片付?-it3+izt27jt4-izt3)?
(x， t)日 (x，ド3-xtぅ -jt4十xt2)，
(x， t)日 (Z?-F+zt-F+izt27

赤おtが5一ixtがt3+ 毒かt♂6一i Zdt 今
(μx，パtの)円 (μZ?it3-izt2?-F+jzt4)

cuspidal-edge : 

Mond surface : 

swallowtail : 

generic folded pleat : 

分け入っても分け入っても青い山 種田山頭火
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