
Towards a Categorical Construction of Lie Algebras* 

1 序

斎藤恭司 (京都大学数理解析研究所)述

松津淳一(奈良女子大学理学部)記

2007年 3月 21日

カテゴリーの理論を使ったリ一環の構成について紹介したい.その前に，前提となる群

論，リ一環論など，対称性を扱う数学について一言ふれておきたい.

群という言葉がはっきり意識されだしたのは 19世紀の前半からである.Cauchyによ

る置換群，ガロアによる Galois群，その後， J ordan， Klein， Lieなどの人々の仕事があ

げられる.今でこそ，これらの仕事は当たり前のことのように受け入れられているが，こ

れは驚くべき革命で、あったと思う.例えば，代数方程式の可解性について考えるてみる.

それ以前は，代数方程式や，その根そのものを研究の対象としていたのであるが，根を置

き換える操作という実体のない空論のようなもの，一見，空をつかむような話と思われか

ねないものを数学の対象として認識し，それを群という言葉で繋ぎとめた結果，それまで

個別に根を扱っていたので、は見えなかった構造，例えば方程式の代数的可解性などの問題

が数学的に取り扱えるようになったのである.さらに，この群の発見は代数方程式に限ら

ず，例えば微分方程式の Lie理論など，とてつもない数学の変革を引き起こし，それまで

千年，二千年かかった方程式論が，ガロア理論の発見の後，わずか 150年ほどの聞に現代

に至る革命的な変化を遂げたのである.

このような群の発見に匹敵する発見が，カテゴリー論の発見であると私は思っている.

カテゴリーとは，数学的な対象 (object)の範囲を一つ定め，その中の任意の 2つの対象

X，Yに対して， Xから Yへの射 (morphism)と呼ばれるものの集合Hom(X，Y)が決め

られ，しかるべき公理系をみたす数学的概念である.カテゴリーも実体のない空論のよう

申当講演は，同一表題の論文 [29]にもとづいて行った講演で、ある.
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に見みえるが，実は，思った以上に或る種の構造をはっきり決定する概念であり，群論が

それ以前の数学に対して，大きな支配力を持ったのと同じ位の支配力を持つので、はないか

という印象を，ここ数年の研究で抱くようになった.

ここにお見せする絵(図 1)は， 2 0年ぐらい前に作成した，ある複素多様体のホモロ

ジー群の基底を頂点と思って，それらの聞の交叉の様子を表した図である(第 8節で解説

する). 当時は，そのホモロジー群に，一般化したルート系という付加構造を付け加える

ことにより，苦労して基底を見つけ出した. 一方，最近，高橋篤史，梶浦宏成両氏との

共同研究で，ある種の triangulatedcategoryを研究すると，その exceptionalcollections 

としてこれらのダイアグラムが出てくることがわかった.それ Cexceptionalcollections) 

は上記のダイアグラム(図 1)を quiverまで、持ち上げた構造を持っている.別の言い方

をすると， 20年前のホモロジー群の研究は，ある triangulatedcategoryのK群の研究

にリフトされたのである.このように，圏論により，古典的なプラトンの対称性や，後で

説明するような人々の仕事を大幅に拡張していくような手段が得られるのではないか，と

いう感じを抱くようになった.この講義では，これらの事を紹介したい.詳しくは文献

[28ぅ29]を参照いただきたい.

後記:このノートは，私の 2007年 3月 21日に行われた講義をもとに，松海淳一氏が

作成されたものです.私のとりとめない話をこのように，形あるものにまとめていただい

た松津さんに深く感謝します.
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2 プラトンの対称性および歴史的な流れ

プラトン 円aton

:427--347 B.C ~ 1;"ヤ)

二1..-ークリ ト ビllclid

， 330 ? - 275' B.C 
キ， / .\，'~ 7サ:. 1-'1，'-'--) 

現代から見れば，群や Lie環など，いろいろな種類の対称性，あるいはそのバリエー

ションがあるが，そのなかで，最も古いものとして，プラトンの対称性とも呼ぶべきもの

がある.本稿ではこのプラトンの対称性とは何か，それがどのように拡張され，どのよう

な形で Lie環論とつながり，さらに現在どのような一般化がなされつつあるかということ

を解説する.

プラトンの著作「チマイオスJ([22]) に，当時有力で、あった四元素説に対応して，物質

の構造に関する議論があり，宇宙の根源要素の形状としてふさわしい立体，理想的な形状

を持った立体として 5つの正多面体が紹介されている.これが，正多面体をプラトン立体

と呼ぶ所以である.さらに，ユークリッドは原論Jの最後の章において，正多面体の

作図を取り上げている.正多面体はどれも 2次方程式を解くことで描けるので，定規とコ

ンパスを使って作図できる.これを実際にユークリッドはやって見せた.そこでは二次

方程式を解くとしづ数論的課題と対称性を持つ図形を作図するとしづ幾何的課題が見事

に融合しており，原論最後の章を飾るにふさわしい.これが後長く影響を与え続ける対

称性の起源の一つで、ある.プラトンの対称性と言う言葉でもってこれらの正多面体の持

つ対称性及びそれから付随して生じる種々の構造の対称性を総称して言うことにしよ

う.いずれにせよ，対称性としづ概念は群が認識される以前，少なくとも古代ギリシアの

時代からすでにあったのである.

では対称性とは何か.ここで一挙に 200近く前のパリに話は飛ぶ.ある対象物の集合

に対して，その元を置換するという操作を数学的対象として，はっきり認識したのは，
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Cauchyが最初であろう.Galois は，代数方程式の根の置換の群が solvableであること

と，代数方程式の根号による可解性とが同値であることを見抜いた.すなわち，抽象的な

群の構造のみから，対象になった数学に対する帰結を導いた.Galoisの全集が出版され

たのは 1846年だ、ったが，これが単に方程式論だけでなく，幾何や解析に影響を及ぼした

のがそれから 20---30年後で、あった. 1870年代のパリで， Klein， Lieといった人たちが

群の概念を幾何学に応用することを思いつき，幾何構造を不変にする変換たちのなす変換

群を研究し始めた.そして，逆に変換群で不変なものを研究するのが幾何学であるという

思想、が誕生した.この考えは Kleinの有名なエノレランゲンプログラムとして発表された.

(これは Lieの思想、でもあった). 
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その後， Kleinは不連続群の， Lieは連続群の研究へと，それぞれ別々の流れを生み出

す.Kleinは正多面体の合同変換群の理論から r5次方程式と正 20面体群J([15J)に書

かれるような研究および保型形式の研究に進む.一方， Lieは連続群を取り扱い，有名

なtransformationgroups (1888) ([18])を著す.また，連続群を微分することにより，今

日，リ一環とよばれる概念に到達した. 1888年に Killingが有限次元の半単純 Lie環を

調べ始める.この Killingの仕事が完成するのは，その後の Cartanなどの人々によるが，

Killingのアイデアの帰結として，ノレート系というもので半単純 Lie環が分類されるとい

うことになった.このルート系の研究の流れがその後 Cartan，Weylなどの表現論となっ

て行くのである.

一方 Kleinの研究の流れは， Du Valによる Klein特異点の解消という形で発展した.

この LieとKleinによる研究の流れのなかで，同一のダイアグラムが現れるという不思

議な結果が，後で述べるように 1930年代のケンブリッジで観察されたのである.それら

は，さらに下って 1970年， Brieskorn-Grothendieck理論として結実するのである.第 3

---5節で，そこまでを紹介し，プラトンに端を発する対称性が，どのようなものだったか
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これはb、ままで.専門的な講義でしたがってきたのと同じ原別である.(実際

には.普通の総務でもそのようにしてきた.)この意味で，私のつけた章や怖

のl¥!l名を題解してほしい.

この短い前置きを終える的に.いろいろな示唆と助言にを与えてくれた.

尊敬する友人であるクリ只チナ大学のリー教授およびエルランゲン大学のゴ

ルダン教授に特別なる感謝を表明しなければならないーリー教侵への息はわ

たしたちが学生生活の最終年を観密な友愛の下にベルリンとパリで過ごした

~69年1例年までさ品、のぼれる.当時.座標変鎮の群によって変換できる
幾何的あるりは解析的な対象を共にJ思い抱いていた.これらのアイデアはば

主主主主型こ見えるが.引き続く仕事に広接~!fliするー宝石~雇
散作用の君事に注目しやがてE多面体と代数方程式との関係百五石理京在E
5・と盆盟主蹴変換鮮を伴う微分方程式のより深遠な理論tこ取り掛かJ
t:...一著者がゴルダン教授と親しく付き合うようになったのは 1874年の秋ー

であった.その時にはすでに正 20面体の研究を始めていた(しばしば引用す

る機会のある，fJ.より以前に開始していたシュワルツ氏の研究を知らずに)

しかし，捻初のうちはただ練習問題として.問題の定式化のためのあらゆる

手段を考えていた 今でははるかに進展した程諭が当時始めた 2人の銭鎗か

ら生まれたことlこ対して.まずゴルダン教援に憾謝したい.これから本文の

中でも詳しく報告する教授の労力をここではことさら取りあげることはしな

い.ここでは，引用することでは表硯できないことを記しておかなければな

らない.すなわち.ゴルダン教授は著者が苦しんで弱気になった時に激励し

てくれ.またひとりでは決して打ち勝つことができなかったであろう多くの

図録音私心なく手助けしてくれたことである.

ライプチヒ. 1884年5Jl 24日

F.クライン

図 2 左:Lieの論文 rTheorieder Transformatrions gruppenJ (1888)の序文:

Kleinの仕事との交流も書かれている.右:5次方程式と正20面体の本 (1869 

---70) の序文:Lieとの交流が書かれている.

を探る.第 6節でこの 2つを同一視するというマツカイ対応を紹介し，それを詳しく分析

する過程で，ウェイト系の概念が登場することを説明する(第 7，8節).そして，ウェイ

ト系を通じて，ここに登場するいくつかの理論を，もう一つ別のカテゴリーに拡張してい

くという手段が見つかり，その流れから新しい無限次元のリー理論が生まれる仕組みにつ

いて，第 9節以降で紹介する.

3 Kleinの不変式論から DuVal， Coxeterヘ

正多面体の中心から，正多面体を球面に射影をすると，球面の 3角形分割が得られる.

球面を球面に写す回転は，球面をリーマン球とみなすと，複素平面の自己同型とみなせ，

また別の見方をすれば，メビウス変換ともみなせる.
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王多面体群をメビウス変換群とみなして SL(2，C)へリフトすると，SL(2ぅC)の中の

有限部分群が得られる.これを 2項正多面体群と呼ぶ(この名称は，正多面体群の 2重被

覆群になっていることから来ているに

Kleinのしたことは以下の事である. 2項正多面体群rの元は SL(2ぅC)の元であるの

で，これを 2次元のベクトル空間 C2に作用させ，さらにこの作用を通じて 2変数多項

式環に作用させる.すると， rの作用による不変式全体のなす環

C[uぅ叶

は，環として 3つの元 XうYうZから生成され，それらの聞には，ある従属関係があること

がわかる.別の見方をすれば， 3変数多項式環を，ある多項式fで、割ったものと同型にな

る.以上が Kleinの主張である(この結果は， Schwarzに依るところが大きい). 

例 Kleinの特異点

2項巡回群 Cn : f == xn 
-y z 

2項正 2面体群 D2m : f == 4Xm+1
十 xy2+Z2 

2項正 4面体群 T : f == 432X4 
- 4y3 + Z2 

2項正 8面体群 δ: f == 108X3 -Xy3 + Z2 

2項正 20面体群 1 : f == 1728X5 
- y3 -Z2 

3変数の多項式が与えられれば，それらを自然に C3上の複素数値関数と思って，その

零面を考えることができる.このように定まる 2次元の曲面は，原点のみに特異点(孤立

特異点)を持つ曲面となることがわかる.Du Valはその特異点の解消というものを考え

た ([12]). 

多項式系の零面として代数多様体 Xoが与えられたとき，その特異点の解消とはう非特

異代数多様体 Xoと，Xoへの射

Xo -→x。
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図 4 Du Valによる特異点解消とダイアグラム

で、あって，適当な良い条件をみたすものである.ナイーブな絵を描くと，コーン状の曲面

の一点 O(特異点)を膨らませて，シリンダー状にすると特異点が無くなる.この場合，

コーンに対してシリンダーが特異点解消を与える(図 4). 

特異点 Oをシリンダーに引き戻すと曲線になっている.一般に，特異点の引き戻しは，

いくつかの曲線の和になる.これを例外集合と呼ぶ.Du Valは1934年の Cambridgeの

Journalに載せた論文 [12]で， Kleinがリストアップした特異点に対して，その特異点解

消を与えた.例えば， 2項正 20面体群 Iに対して，その特異点解消の例外集合は， 8つの

射影直線が図 5のように交文したものとなる(図の直線は射影直線を表しているに
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図 5 Es型 Klein特異点の例外集合の交文の様子

図 6 Es型 Coxeter-Killing図形

このような曲線の交文に対して，各成分に頂点を対応させ， 2つの成分が交叉するとき，

それらの頂点を結ぶと図 6のようなダイアグラムが得られる.これらのダイアグラムは，

第 4節，図 10に示されるダイアグラムの集合の一部になっている(それらは，辺が一本

線のダイアグラムとして特徴付けられる).図 10のダイアグラムには， Aから Gまでの

アルファベットが割り当てられていて，ダイアグラムの頂点の数をアルファベットの添え

字として書き，これをダイアグラムの型と呼ぶ.また，このようなダイアグラムを与える

特異点の型ともいう.

Du Valは世論文の序文の中で次のように述べている.

"It may be noted七hat七he刊rees"of curves which we have had to consider bear a 

stric七formalresemblance七othe spherical simplexes whose angles are submul七iplesof 

πぅconsideredby Coxeter.…" ([12]). 
つまり，ここで出てきたダイアグラムが， Coxeterの研究したある種のダイアグラムと

非常に似ているということを主張しているのである.Du Valが得たダイアグラムの図を

示す(図 7).. 

Du v:乱lの論文が掲載されたと同じ雑誌の巻に Coxeterが論文を載せている.その序文

には?

"In connection with his work on singularities of surfaces， Du Val asked me to 

enumerate certain subgroups in the symmetry groups of the "pure Archimedean" 

polytopes n訂作く 5)，namely七hosesubgroups which are generated by reflections. 
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図7 ADE型 Coxeter

…"([11]). 

とある.Coxeterは DuValから問題提起されてこの研究を始め，ある種の鏡映群の生

成元と関係式をダイアグラム表示し，そのリストを論文としてまとめたのである.その図

(図 8)の中に，まさに DuValが挙げたダイアグラムが現れるのである.

Du Valの立場は，特異点解消という幾何学的なものであるが， Coxeterの方法は純粋

に群論的なアプローチである.しかしながら，それらの結果は同ーのダイアグラムにたど

り着いている.この発見は，二人が， 1934年に同じ Cambridgetrinity collegeにいたと

いう幸運から生まれたものである.

この話題は，その後リ一環の話につながり，さらにカテゴリカルにこれらの理論をどう

やって作るかという我々の研究に発展していくのである.

4 Killingの思想

次に Lieから始まる流れに移る. 1888年から 1890年にかけて Killingは一連の論文を

発表する ([14]).これらは，有限次元半単純リ一環の分類論である.ここで半単純リ一環

とは，単純リ一環の直和となるリ一環であり，単純リ一環とは， 0か自分自身以外にイデア

ノレを持たぬリ一環のことである.このような分類を系統的に研究しはじめたのが Killing

である.ここが，我々の研究の源流となっている.

Killingの考えは次のようなものである.11をリ一環とする.すなわち gはC上のベク

4
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Coxeterのリストアップしたダイアグラム図8

トル空間であって，ヤコビ恒等式等の公理をみたすようなブラケット積 [XぅY]= -[Y，X] 
が定まっているとする.特に，[XぅY]= 0ぅVXぅYεgのとき， 9は可換であるという.

gの極大可換部分環。を考える(今日いう Cartansubalgebraであるが，本当は Killing

subalgebraとよぶほうが妥当だと思う). 
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A εgを固定するごとに gから gへの線形変換 BI→[AうB]が定まる.
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作用といい αd(A)Bと書く.この変換の行列表示を考える.。は可換なので， l)の元の

adjoint作用は同時対角化ができる.こうして得られた固有値によってリ一環の構造がわ

かるというのが Killingの主張である.

。の adjoint作用を同時対角化して得られた固有値 α(h)(hεl))は，。上の線形関数を

与えるが，これらは adjoint作用の固有方程式

det(αd(h) -xI) = 0 

の根であることから，ノレート (Wurzel)と呼ばれる(これが今日いわれるところのルート

系の起源である). l)の adjoint作用の固有方程式の根の全体は，。上の線形形式の集合，

つまりザの部分集合 Rを定め，ノレート系と呼ばれる.ルート αεRに対して，その固

有空間を gα とすると， 9は次のように固有空間分解する.

g=l)E9⑪ gα 
αεR 

ザにはルート系が定まるだけでなく， Killing形式とよばれる内積が入る(今日唯一

Killingの名が残っているものである). Killingは内積が入ることを示しただけでなく，

ノレート系の基底を研究した (Killingは，これらの構造を全て決定した創始者の一人であ

るにもかかわらず， Lieがあまり評価しなかったせいか，批判的に取り扱われて無視され，

Cartanの仕事の方が世に知られているにこれについては，後に Weylが表現論の立場か

らWeylchamberとしづ概念を導入し，その chamberの壁を与えるベクトルとしてルー

ト系の基底を特徴付けた(それ以後，ルート系の基底は単純ノレートとよばれることになる

が，それよりずっと以前に，何故 Killingがルートの基底という概念に到達したのかとい

うことにも興味があるに今では Cartanの分類定理として知られているが， KIllingはこ

のルートの基底の分類によって，半単純リ一環が分類されることを示したのである.

Weylによって研究された Weyl chamberという重要な概念を説明する.ノレート

系の基底的ぃ・川町に対して定まる鏡映変換 ωα (l)に入っている Killing形式に関して，

叫に直交する超平面に関するりの鏡映変換)で生成される群 (ωαυ ・ぺ切α1)を Weyl群

という. Weyl群の基本領域を Weylchamberとよぶ.これは Weylが表現論で、使った道

具である.この Weylchamberの概念が，我々の研究で重要な役割を果たすことになる.

ノレート系の基底から決まる鏡映変換の積

c=切α1・・・ ωαl

を Coxeter変換という. Coxeter変換は有限位数であって，その位数 hをCoxeter数と

し、う.
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Coeter変換が有限位数となるような鏡映群を体系的に調べ，鏡映群の基本領域(これ

はsimplicialconeになる)の壁に対応する鏡映を ω1，.・・ぅ問とし，それらに頂点を対応

させF 間と ωjが可換なら，対応する頂点聞には線を号|かず， braid relation 

WiW1Wi ==ω-ω-ω-JUJ'l， UJJ 

が成り立っときは，一本線で結ぶ.このような方針でダイアグラムを描いたものが

Coxeterのリスト(図 8)である.

Killngが研究し， Cartanが完成させた半単純リー環の分類に対応して， Coxeterが作っ

たWeyl群のダイアグラムのリストを見ると， Du Valがリストアップした図形(図 7)と

一致することがわかる.これが， 1934年に Cambridgeで起きた研究交流である.

ここでルート系の抽象的な定義をしておこう.

ルート系の公理 内積し)の入った有限次元ユークリッド空間 E の有限部分集合

R#日が既約ルート系であるとは，次がみたされることである.

1.VαεRに対して，直交鏡映

はRの元を Rの元に移す.

2. (結品条件)

3. (既約性)

ŝ' : X 1→ 2(おう α)
X I-7X一一一一一一一α

α ・山 (αぅα)

2(αぅs)
εZ，VαぅVsεR

(α?α) 

R == R1 U R2ヲR1上R2=> R1二日 or R2 ==。

例 2次元のルート系

このような公理系を満たすものを分類することが単純リー環の分類となる.

ノレート系の基底は次のように特徴付けられる.l == dimREとするとき，Rの l個の

元からなる部分集合 IT=={α1ぃ・川αl}で次の性質を持つものが(同型を除いて)唯一つ

ある:

任意のルート αεRはα1ぃ・川αtのすべて非負，またはすべて非正の整数係数の一

次結合で表せる
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A2 B2=C2 G2 

図 9 2次元のルート系

このようにルート系に対して決まる基底に，次のようにしてダイアグラムを対応させる.

円 2(αゎα.1)
- ー十

円 3一(臼j，αj)

とし，基底 Hの各元 α4に頂点を対応させる. IGijl三IGjilのとき，頂点 iと頂点 jを

IGijl本の線で結び， Iαilく |αjlならばjから iへ向かう矢印をつける.

こうしてできた図形を Coxeter-Killing図形または Dynkin図形という.また行列 Gij

をCartan行列という.既約ノレート系から決まる Coxeter-Killing図形は全部で 7種類あ

り，それらは図 10に示されたものである ([4]).図の左側に示された記号は，単純リ一環

の型と呼ばれる.

5 Brieskorn-Slodowy 理論

KleinとLieの二つの流れをつなぐ Brieskorn-Slodowy理論(1970年代)を簡単に紹

介する (cf.[19]). 

gを単純リ一環とし対応するリー群を G とする.ただし，その型は AlぅDl，E6，E7，E8

型とする.9 εGに対して定まる随伴作用 Ad(g): 9同 gによる商写像 πを考える.こ

の商空間は Cartan部分環の Weyl群による商と同型になる (Chevalleyの定理). 

9 ~ gj jAd(G) ~ fJjW 
u w 

N=π-1(0) → 0 

この写像において，原点の逆像 N=π-1(0)はnilpotentな元からなり，特異点を大量

に持つ空間である.この特異点集合 S初g(N)の中で一般的な点 Z をとる.
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定理 ([8ぅ30])

。一一一--0-------------・・・幽・・ーく〉一一一一0
α1αzαn  

0-←---------------------0=今=む
α 1 α z α n  

←一←・・・……・・・・・・・・~司
α1αzαn  

J 可 αn-1
0一一一一0ー…………・ー...()<くご
α Iαz 目、『コ αn

←一仁一α1αzα3α4α5  
。α1

0ー一一一-0-一一一一-。一ー一一。一一一ー0一一一一0
α1αzα3α4α5α6  

←~→一一
α1αzα3α4α5α6α7  

α1αz 

E や
αIαz 

α3 α4 

図 10 Coxeter-Killing図形

点 Z を含み，Sing(N)に横断的に交わる部分多様体 X をとると ，xnNはリー

環の型に対応する Klein特異点をもっ曲面になる.すなわち，単純リ一環に対応する

Coxeter-Killing図形と，XnNの特異点解消から得られる図形は一致する.

X 

図 11 XnN 
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この定理により， Klein特異点と単純リ一環との直接的な関係がついたことになる.

6 Mckay対応

この節では Mckayの発見 ([20])の紹介をする. 2項正多面体群rが与えられたとき，

Mckayは次のようなことを考えた.rの既約表現 Pi(0 ~ i三l)を考える.つまり，有限

次元複素ベクトル空間 Vと群準同型r→GL(V)で、あって，Vはr加群として直和分解

しないとする.ただし，POは単位表現とする.rはc2に作用しているので，表現

p:r→GL(C2
) 

がある.Piとpのテンソル積

Pi Q9 P : r →V ③ C
2 

を考える.

注 この操作は，当時は代数的な操作に過ぎなかったが，これらはもっとアブスト

ラクトに triangulatedcategoryにおける Auslander-Reitensequence (または cone 

construction)の言葉に持ち上げることができ，もっと広いコンテクストで理解すること

ができる ([17]参照). 

V Q9 C2は既約な表現に分解される.これを

Pi Q9 P = EB叫jPj， O~i ， j~l 

と書く. ルートをルート系の基底 {α1ぃ・けαz}の一次結合で書いたとき，係数の和が最

大のもの ψを最大ノレートとよぶ.α。 ψとし， Cartan行列と同様に， {α0，・・・ ?αz}に

対して，
λ2(αゎα.i)
'ー-

'--'7，J一 (αjぅαj)

として行列 C= (Cij)を定義する，これを拡大 Cartan行列という.このとき

Cij = 20ij -nij 

が成り立つ.拡大 Cartan行列から，前節で述べた規則に従って得られるダイアグラム

を拡大 Coxeter-Killing図形とよぶ.この図形から αoに対応する頂点を除くと Coxeter-

Killing図形が得られる.このようにして 2項正多面体群 rに対して Coxeter・司Killing図

形が決まる.
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巡回群 ←---+ Al 

2項正 2面体群 ←→ Dl 

2項正 4面体群 ←→ E6 

2項正 (6)8面体群 十一一争 E7 

2項正 (12)20面体群 ←ーート E8 

この対応を Mckay対応と呼ぶ.

7 ウェイト系の理論

McKay対応の逆対応，すなわち Coxeter-Killing図形に対して， 2項正多面体群を与

える対応を考える.前節までの内容を逆に辿ると，途中で特異点や単純リ一環の分類の

結果を使うことになる.分類を使わずに原理的にこの逆対応を辿れないか.つまり， 2項

正多面体群から Coxeter-Killing図形を与える McKay対応の逆対応を自然な形で作れな

いか，という問題が残る.ここから私が， 1980年代から考えてきた話につながってくる

([25， 26ぅ27]).

Coxeter-Killing図形から加群を作る.

E9zαゎ (α1ヲ ぅαtはノレート系の基底)

i=l 

(Cij)をCartan行列とし，この加群に内積を次のように入れる.

(αゎαj)= -Cij 

(αゎαj)= 2 

(ただし， Coxeter-Killing図形に多重線があるときは修正が必要である).単純ルート α4

に関する鏡映を ωα とし，鏡映の積

C = rr Wai 

i=l 

を考える.これを Coxeter変換という. Coxeter変換は有限位数である.

Ch = 1ぅ hはCoxeter数

Cの固有値は 1のベキ根で

吋π?~) ， 1く tく l

no 
n
h
u
 



と書ける.ここで， 0 < miく hとなるように miを選び，これをリ一環の exponentsと

よぶ.

注 ここの議論は，ブリッジランドによる stabilityという概念に関係する.詳しくは

[5， 6]を参照のこと.

次に exponentsの母関数を作る(ここでは， 0く miく hという選択をした上であるこ

とに注意.この選択をしなければ，一般にいろいろ妙なものが出てくる.) 

χ(T) = Tml +・・・ +Tml

これを特性多項式とよぶ.すると重要な observationとして，この特性多項式は，ある整

数民b，cεZ>Oがあって次のように分解することがわかる.

h (Th-Tα)(Th -Tb) (Th -TC
) 

χ(T) = T一九

(Tα- l)(Tb -l)(T 

こうして，ダイアグラムから始めて α，b，cという数が定まる.これらをまとめて

w= (α，b， c; h) 

と書き，ウェイト系と呼ぶことにする.ウェイト系 W に対して上の式で与えられる有理

式を χwと書くことにする.

ここまでの流れをまとめてみると，次のようになる.

2項正多面体群→ Coxeter-Killing図形→ルート系・ Weyl群

→exponents→weight系

ウェイト系からは，もとの正多面体群が次のようにして復元できる. Klein特異点の定義

式 f(X，Y，Z) = 0について次が成り立つ.

Observation W (α，b， c; h)は Klein特異点の weightを与える.すなわち

f(X， Y，Z)は degX =仏 degY= b，degZ = cとして， total degreeが hとなる重み

付き斉次多項式となる.

逆にウェイト W=(α，b， c; h)が与えられれば，それを重みとして持つような重み付き

斉次多項式が，本質的に座標変換を除いて唯一つに定まる.一方， Klein特異点の定義式

も座標変換を除いて唯一つに定まるので，ウェイト系から Kleinの多項式が復元できるの
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である.Kleinの多項式を与えることと，正多面体群を与えることとは等価である.例え

ば型特異点を持つ曲面から特異点を除いた曲面の基本群は 2項正多面体群になるからで

ある.このようにして，正多面体群から Coxeter-Killing図形を対応させるという Mckay

対応の逆対応が得られた.

以上の流れの中で出てきたウェイト系の概念の枠を広げて考えると，ルート系の概念も

広がり，無限次元半単純リ一環とも言うべきものが次々と登場してくるのである.

8 正規ウェイト系

前節でみたように，正多面体から， Klein特異点を経由して， リ一環，ルート系にいた

る流れは，ウェイト系の導入により，逆に辿ることができる.これに McKay対応を付け

加えると流れの輸が閉じて，ある特別な体系-これを私はプラトンの対称性と呼んでい

る一正多面体の対称性と単純リ一環の対称性が，ある意味で同一のカテゴリーになってい

ることがわかる(図 12). 
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図 12 プラトンの対称性の輪

この体系の中に出てきた同値関係をよく見ると，ルート系やリー環の一般化の方向が見

えてくる.これはまだ発展途上で，結論に至っていないが，いろいろ面白い断片的な結果

が出女合めている.

さて警プラトンの対称性の一般化のために，プラトンの対称性をウェイト系の概念で捉

えなおす所をもう一度復習する.プラトンの対称性から得られるウェイト系に対しては型

その特性多項式χwはZ[T]の元であった.実は，この逆が成立する.

ハH
U

円

i



定理

χw(T)εZ[Y]宇 =}WはA，D，E型のノレート系から決まるウェイト系である.

つまり，プラトンの対称性を特徴付けるウェイト系 W は， χw(T)εZ[T]となること

である.このとき， χw(T)はmonomialの和になって，その係数は正の整数，その指数

はexponentsを与える.

ここで，視点を変えて， χw(T)が多項式であることを放棄する.つまり exponents

ml，" ・，mlが正の整数であるとの仮定(これは自明なことで、はなつかったことに注意)を

やめて，負であることも許して定義を変える.

定義 ([27]) w= (α，b， C; h)が次をみたすとき正規ウェイト系という.

χw(T)εZ[T， T-1
] 

これは次に見るように，ウェイト系の望ましい一般化を与えていることがわかる.

定理 次は同値である.

1. W=(a，bぅc;h)は正規ウェイト系

2.整数 ml，・・・ぅ mμ があって

χw(T) = Tm
l +・・・ +Tmμ

が成り立つ.

3. 

fw(x，y，z) = 玄 CijkxiyjZk 

αi+bj+ck=h 

の零面 XoC C3は原点のみに孤立特異点を持つ.

注 これまで述べてきたプラトンの対称性において，いろいろな同値性を示す各ステッ

プに対応する操作を，この正規ウェイト系の場合にも考えることができる.

噌
，
.
A

円

l



上記定理に出てくる整数 m1，...，mμ を正規ウェイト系の exponentsと呼ぶ.expo-

nents m1  :::; m2  :::;・・・三:::mμ は次の対称性を持っている.

mi+mμ-i+1 = h. 

正規ウェイト系に対して，その最小 exponentsは次で与えられる.

ε=m1=α+b+c-h 

正規ウェイト系 W に対してきまる多項式Iwは写像

1: C3
-→C 

を定める.この写像の制限

fIC3-f-1(u) : C3 
- 1-1(0)→ C -{O} 

は局所自明なファイバー束となりー Milnorfibrationと呼ばれる.また，この一般ファイ

ノミー X1= 1-1(1)はMilnorファイバ}とよばれ，単連結複素 2次元の曲面で、あって，そ

の2次元ホモロジー H2(X1，Z)は階数 μ=(h-α)(h -b)(h -c)/(αbc)の自由化群であ

る.H2(X1， Z)に入る交叉形式を Iとする.特に， ε>0の場合には，Iは負定値で、あっ

て，この交叉形式に関して H2(X1，Z)は，前節で述べたような対応によって得られるノレー

ト格子に同型になる.

H2(X1， Z)には，消滅サイクル (vanishingcycle)と呼ばれる特別な基底引い・叶匂が

存在する.この基底に対して，交叉グラフを次の規則によって定義する:

1.各 eiに対して頂点を対応させる.

2. I (ei， ej) > 0のとき，対応する頂点聞を I(ei，ej) > 0本の辺(実線)で結ぶ.

3. I(ei，ej)く o(i -# j)のとき，対応する頂点聞を I(el， ej)>0本の辺(点線)で

結ぶ.

4. I(ei， ej) = 0のときは，辺を書かない.

ε>0のときは，この様にして得られた交叉グラフは図 7となり， ε=-1のときは，第

1節で示した図 1となる.

正規ウェイト系は，その最小 exponentsの値によって，次のように分類される(図 15，

16) . 

1.ε>0の時はプラトンの対称性，すなわち， A，DうE型の場合に対応する.
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2.ε=0の時は， 3種類の楕円型と呼ばれる対称性がある.これらは幾何的には楕円

型特異点 E6ヲE7，E8 ([23])に対応し，今日では，楕円型リ一環，楕円型ルート系，

楕円型 Coxeter変換の理論などを含む理論に対応している.

注 ε=0のとき，f(x， y， z) = 0で定義される曲面の特異点の変形理論で決まる

diagramは，ちょうど a伍nediagramが対応していた. つまり，変形で出現す

る特異点からきまるデインキン図形を部分図形として持つダイアグラムの記号が

E6，E7，E8であった.これは，ブノレパキの「リ一環とリ一環j にあるアフィンワイ

ル群の解説に出てくる拡大デインキン図形の記号である.

図 13 E6のdaigram

E6を例にとると， ε=0に対応する曲面 f(x，y，z)= 0の特異点が，別の特異

点に変形できるための必要十分条件は，変形された特異点に対応するノレート系が

A，DうE型のいずれかで、あって，そのデインキン図形が E6の部分図形になってい

ることである.つまり，楕円型特異点 E6は，E6の部分図形に対応する特異点に

変形できる.

このような変形理論の立場から特異点の記号を考えたのだが，今となっては，こ

れは中途半端な記号のっけ方で、あった.現在では，これらの特異点に対応するルー

ト系の理論があって，その diagramは，次のようなものである.

。一一一一

ふ¥¥O

図 14EF1)のdaigram

これらには別の記号吟I，1)JF1)J21)がつけられている ([25]) これはルート

系の分類から決まる記号で、あって，本来こちらに統一すべきとこであるが，先の記

号とこの記号とが文献で混在していて注意を要する.

3.ε 三-1の時は， εの値ごとに有限種類の正規ウェイト系が出てくる.ε=-1の時

は 14+8+9種類の正規ウェイト系がある.
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Table [ (Case s>O) 

NotatiODμα b c h 出 pO回 nts hlabc 

ム (l~と 1) 1 a b c h Ic，2c， 3c， ・・・，lc ([+ l)lab 
Here h:=a+b 5.t. Cl h and l:=hlc-l. (cf. Note 1) 

Dt (1~4) 1 2 1-2 1-1 2(/ーl}1，3， S，・・"[-1， . . " 2l-3 1/(1-2) 
(/-1 twice for 1 even) 

E， 6 3 4 6 12 1，3， S， 7，8， 11 1/6 
E1 7 4 6 9 18 1，5， 7，9， 11， 13， 17 1[12 
旦 86 10 15 30 1，7， 11，13， 17， 19，23，29 1/30 

Table 2 (Case s=O) 

Nota泊。凪 μ a b c h exponents hlabc 

EE旦
8 3 0， 1， 1， 1，2，2，2，3 
9 2 4 0， 1， 1， 2， 2， 2， 3， 3， 4 2 

10 ヲ 3 6 0， 1，2，2，3，3，4，4，5，6 

Table 3 (C，国e.e=-l)

Notationμ a b c h expo国民ts hlabc 

EIl 12 6 14 21 42 -1，5， 11，13， 17， 19，23，25，29， 1/42 
31，37，43 

EI3 13 4 10 15 30 -1，3， 7， 9; 11， 13， 15， 17， 19，21， 1{20 
23，27，31 

El< 14 3 8 12 24 ーしえ 5，7， 8， 10， 11， 13， 14， 16， 1/12 
17， 19，22，25 

Zu 11 6 8 IS 30 -1，5， 7， 11， 13， 15， 17， 19，23， 1/24 
2S，31 

Zl~ 12 4 6 11 22 -1，3，5， 7， 9， 11， 11， 13， 15， 19， 1/12 
23 

Zu 13 3 5 9 18 -1，2，4，5， 7， 8.9， 10，11， 13， 14， 2/15 
16， 19 

Wa 12 4 5 10 20 -1，3，4，7，8，9，11，12，13，16，17、1{1O
21 

Wu 13 3 4 8 16 -1，2， 3， 5， 6， 7， 8， 9， 10， 11， 13， 
14，17 

Q1Q 10 6 8 9 24 -1，5， 7， 8， 11， 13， 16， 17， 19，25 1/18 

Qu l1 4 6 7 18 -1，3， 5， 6， 7; 9， 11， 12， 13， 15， 19 3/28 

Qlt 12 3 5 6 15 -1，2，4，5， S， 7， 8， 10， 10， 11， 13， 1/6 
16 

Su 11 4 5 6 16 -1，3，4，5，7，8，9， 11， 12， 13， 17 2/15 

Su 12 3 4 5 13 -1，2， 3， 4， 5， 6， 7， 8， 9， 10 11， 14 13/60 
U12 12 3 4 4 12 -1， 2， 3， 3， 5， 6，6， 7，9， 9， 10， 13 1/4 

図15 正規ウェイト系ー1
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R~ぉ(N15) 16 2 2 5 10 ー 1，1， 1， 3， 3，3， 5， 5， 5， 5， 3， 3， 3， 1/2 
9，9，11 

Rl叫 22 4 6 ]2 -1，0，1，2，3，3，4，4，5，5，6，6，7， 1/2 
7，8， 8， 9， 9， 10， 11， 12， 13 

RJ3$ 21 3 5 10 ー 1，0，1，2，2，3，3，4，4，5，5，5，6， 2/3 
6，7， 7， 8， 8， 9， 10， 11 

RI3' 20 1 3 4 9 -1，0，1，2，2，3，3，3，4，4，5，5，6， 3/4 
6， 6， 7， 7， 8， 9， 10 

RI叫 21 1 2 4 8 -1，0，1，1，2，2，3，3，3，4，4，4，主 1
5，5，6，6，7，7，8，9 

R1%3 20 2 3 7 -1，0，1，1，2，2，3，3，3，4，4，4，5，7/6 
5， 5， 6， 6， 7， 8 

R1盟 20 2 2 6 -1，0，1，1，1，2，2，2，3，3，3，3，4， 3/2 
4， 4， 5， 5， 5， 6， 7 

Rm 25 3 6 -1，0，0， 1， 1， 1，2，2，2，2，3，3，3， 2 
3， 3， 4， 4， 4， 4， 5， 5， 5， 6， 6， 7 

Rm 24 1 2 5-1302O，124.I， ，l，l，2312，ZL15/2 
3， 3， 3， 3， 4， 4， 4， 4， 5， 5， 6 

R1I1 27 4 -1， 0， 0， 0， 1， 1， 1， 1， 1， 1，2，2，2， 4 
2， 2， 2， 2， 3， 3， 3， 3， 3， 3， 4， 4， 4， 5 

図 16 正規ウェイト系四2

-75-



9 triangulated category 

正規ウェイト系に対してリ一環を構成することが最終目標であるが，そのための途中ス

テップとしてカテゴリーの理論を使う. 具体的には，正規ウェイト系から決まる特異点

fw =0の幾何学を使って， triangulated category冗vを作り，そこからリ一環のデータ

を読み取ることを目標にする.現段階では，望ましき性質を持つ triangulatedcategory 

冗vを構成し，そこからルート系のデータを与えることまでができている.この節では，

正規ウェイト系から，いかなる triangula七edcategoryが構成されるのか，ということを

説明し，次節で冗vの構成法を解説する.詳細については [28，29]を参照いただきたい.

まず主張を示し，追って言葉の説明をしていこう.

定理 1(梶浦ー斎藤ー高橋 [17]) 

最小 exponentsεw =-1であるような 14+8個の正規ウェイト系 W Cexponentsに

Oが含まれないもの)の各々に対して， C上の triangulatedcategory冗vで、あって，W

の符号の集合 Aw= {Plぃ・ぺPr}から決まるダイアグラム(図 1)を与えるような full

strongly exceptional collectionsを持つものが存在する.

まず， triangulated categoryの定義を述べる Ccf.[13]). 

定義 (triangulatedcategory)カテゴリーアが triangulatedであるとは，次の諸条

件をみたすこととする.Ob(T)，Hom(ア)を，それぞれアの objectおよび、射の集合とす

る.また，Hom(XうY)(X， Yε Ob(T))がC上のベクトル空間となっているとき，Tは

C上のカテゴリーであるということにする.

1.Tは additiveca七egoryである.すなわち X，YεOb(T)に対して， XEBYε 

Ob(ア)が定まり，しかるべき条件をみたす.

2. shift functorと呼ばれる self equivalentな functor T : T -→アがある.

3. triangle (XぅY，Z，叫叫ω)と呼ばれる射の系列

Xヱ+Yユ+Zヱ令 T(X)

があって，以下の公理をみたす.

Ca) 2つの系列の間に射があるとき，一方が triangleならば，他方も triangleと

なる.

ハh
u

円，
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(b)任意の射 X→Yは， triangle X →Y →Z →T(X)にのばせる.

(c) V X E Ob(T)に対して X竺写 X-→0-→T(X)はtriangleである.

(d) triangle X ム Y~Zム T(X) に対して ， Y~Zム T(X) → T(Y)

もtriangleである.

(e) 2つの triangle聞の射は，

X 一一今 Y 一一今 Z 一一今 T(X) 
f ↓ g↓ h ↓ ↓ 
X' 一一今 Y' 一一→ Z' 一一今 T(X) 

l，gぅhのうちの 2つで決まる.

(f) (octahedral axiom) 3つの trianglesX与 Y→Z'→T(X)， Y 斗 Z→ 
X'→T(Y)，X竺fz→Y'→T(X)に対して， triangle Z'→Y'→Z'→ 
T(Z')が存在して， しかるべき可換図式が成り立つ.

triangulated categoryはいろいろなところに登場する.例えば，環 Aに対して A力日

群全体は abeliancategoryであるが， triangulated categoryにはならない.しかしその

derived category Db(A-mod)はtriangulatedcategoryとなる.

定理の主張の中で， "full strongly exceptional collections"とあるところが， Killingに

よるノレート系の基底を見つけることに対応している.これを次に説明する.

定義

l.E εOb(T)がexceptionalであるとは，次をみたすこと.

J C p=  0 
Homァ(E，TPE)= < 

10 pチ0

2. (E1，.・・ ，Eμ)が exceptionalcollectionであるとは，Eiは excetionalbojectで

あって，次をみたすことである.

Homァ(Ei，TP Ej) = 0 Vp， Vi > Vj 

注

1. exceptional 0 b j ect は Killingの考えたルートに対応している.これは，リ一環

の可換部分代数の随伴作用の特性多項式の根として定義されたものであるが，カテ

ゴリーレベルでは， exceptional objectとして現れる.
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2.元来，ルート系の基底の概念には番号付けはない.しかし，そのカテゴリー版で

ある exceptionalobjectには順序が入っていて， ε>0の時には， Cartan行列，

Coxeter-Killing変換と次の関係を持つ.行列 X を

Xij = dimHom(Ei，Ej) 

で与えると，上記の定義より X は上半三角行列である.このとき， X+tXは

Cartan行列を与え，_tX-1XはCoxeter変換を与える.

定義

1. triangulated categoryアの部分集合がアを生成するとはF その部分集合を含む最

小の triangulatedcategoryがアに一致することである.

2. exceptional collection El' .・・ ，E，μがfullであるとは，El'・・・ぅ Eμ がtriangulated

categoryを生成することである.つまり，これを含むような最小の triangulated

categoryは全体と一致する.

正規ウェイト系に対して，その符号の集合 (multiset)A(W) = {plぃ.，Pr}が定まる

([27]定理6(5，3，2) p511).これは，fw =0に入る cx作用の固定化群の位数の集合であ

る.A(W)から或る手続きでダイアグラムが定義される ([28]第 18節，定義， p44).一

方， strongly full exceptional collection (E1， . .・ぅ Eμ)に対しでも，ダイアグラムを与え

る手続きが定まっていて ([28] 第 16節 6，p41)，定理の主張は次のようになる.ある特

別なカテゴリー冗vが，正規ウェイト系 W に対して定まり，そのカテゴリーに strongly

full exceptional collection (E1， .・・ぅEμ)が存在する. この (E1，.・・ぅ Eμ)は全体をカテゴ

リーとして生成する.また， exceptional collection (E1，.・・ぅEμ)に対して定まるダイア

グラムは，W の符号の集合 A(W)の与えるダイアグラム(図 1)と一致する.

このダイアグラムから，もとのカテゴリーが本質的に復元できる.これは Killingの主

張，すなわち，ルート系の基底と，その交叉関係 (Cartan行列)からーリー環が復元で

きることのカテゴリー版である.

ここでは ε=-1の場合の議論であるがFε>0のときは Coxeter-Killing図形(図 7)

が，この構成から得られる.

定理 (梶浦ー斎藤ー高橋 [16])

ε>0の時に，定理 1と同じ事が成立する.ダイアグラムは，ウェイト系に対応する単

純リ一環の Coxeter-Killing図形に一致する.

。。
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注 ε=0の時には，デリケートな部分があり，群作用込みで考えなければならない.

定理1の系 (Bondal)

Tw立が(mod-EBHomァ防局))

この系によれば， strongly exceptional collectionがわかると，それらの聞の射の直和

(これは有限次元代数になる)の derivedcategoryが冗vとequivaleポなカテゴリーに

なる.これは Bondal([l，2])による一般論の結果である.つまり，冗vは，有限的なもの

から構成することができる.これは有限個のデータであるノレート系の基底から単純リ一環

が構成できることに対応している.

10 カテゴリー冗vの3通りの構成法

最後に，カテゴリー冗vの構成法を述べる.これには 3通りの方法がある.詳しくは

[29]を参照いただきたい.

第 1の方法

ウェイト系に対応した特異点の定義方程式を fw= 0とし，

Rw = C[x，y，z]/(fw) 

とする.ただし，Aw = C[x，y，z]には，ウェイトから決まる gradingが入っているもの

とする. graded Rw-moduleのカテゴリーを gr-Rwとし， graded projective module 

のなす categoryをgr-proj-Rw)としたとき，

D~~ = Db(gr-Rw)/ Db(gr引・oj-Rw)

はtriangulatedcategoryを与える.

第 2の方法

gr-Rwの元 M が MaximalCohen-Macaulay moduleであるとは，次が成り立つこと

である.

ExtRw (Rw /m， M) = 0， iく dimRw， mは Rwの極大イデアル
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Rwグr上の加群の代わりに gradedmaximal Cohen-Macaulay module全体のなすs叩ubca抗J北t

e句goωryCMgrぺ(Rw)を考える.このままでは stableではないので，これを stabilizeする

ために，次のように射の集合の商をとる.つまり，カテゴリーの objectはそのままで，射

の集合は次で与える.

Ho旦gr-Rw(X， Y) = Homgr-Rw (X， Y) / P(XぅY)ぅ

ただし，P(XぅY)はprojectivemoduleをfactorizeする射全体のなす部分加群.この

とき，C M竺(Rw)はtriangulatedcategoryとなる.

第 3の方法 PoぅP1を有限階数の次数付き Aw自由加群とする.Aw準同型po:Po→ 
P1と，次数2のAw準同型Pl: P1→Poであって，POPl = !w' idpl'P1PO = !w' idpo 
をみたすものが与えられたとき，これらのなす系

I PO ¥ 

M:= I Il。ιP1I 
¥ Pl J 

を !wの gradedmatrix: factorizationとよぶ.graded matrix factorizationsをobject

とし，これらの聞の射を考えることにより，カテゴリーが定まる.このカテゴリ}の射の

集合を homotopy equivalenceという関係で割ったものを射の集合としたカテゴリーを

HMFgr(!w)と書く.

定理 上に述べた 3つの構成で得られるカテゴリ}は互いに同値である.

Tw := HMFgr(!w) 

~ CMgr(Rw) 

三l)b(gr-Rw)/l)b(gr-proj-Rw)

この定理の第 1と第 2の同値性は可換環論の一般論から従う Ccf.[33]).第2と第 3の

同値性は [10う 21]による.

この定理によれば，カテゴリーの構成は完全に代数的である.この同型定理より，例え

ばSerredualityなど，いろいろな構造定理が従う.

11 リ一環の構成に向けて

次に，ここまでの議論じ古典的なリー環論との接点となるところを説明する.
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tr泊ngularatedcategry Tに対して，Ko(T)をGro七hendieck群(または K-群)と

する.すなわち，Ob(T)によって生成される自由加群を，次の関係で、割った商群である:

[X] + [Z] -[Y] ry 0， 

ただし，

X-→Y-→Z-→TX-→.. . 

は全ての triangleをわたる.

すると，次が成り立つ.

Ko(T) ~ EDZ[Ei] 

ε>0のときは，これはルート格子となる.つまり，冗vを Grothendieck群に落とす

と，ルート格子が復元できる.つまり，第 7節で述べたような，ウェイト系からルート系

を復元することの，カテゴリー版である.

Grothendieck群

Ko(T) ~ EDZ[以]

において，各 [Ei]に対応する鏡映変換が定義でき ([28]第 16節 5)，それらを E1，.ぺ Eμ

の順に積をとったものを Coxeter変換と呼ぶ.これは有限位数となるが，この性質はルー

ト系が決まるための，非常に重要な条件である.

8:T-→7をSerrefunctorとする.すなわち functor8は次をみたす.

Hom(XうY)*~ Hom(8Y，8X). 

shift functor TとSerrefunctor 8とから，

TAR = T-18 

で定義される Auslander-Reitentranslation T ARはKo(T)の自己同型 [TAR]を引き起こ

す.このとき Co似xe凶ter

exceptional 0 b j ectから決まる元 [Ei]εKo以(冗v(i = 1，. . . ，μω)をル一ト系の基底と見

倣すとι，ε=一1の場合，これらのデータから次のような工程によりリ一環がつくれる.

1.格子，すなわち加群に内積が与えられたものに対して， Lattice vertex operator 

algebraが作れる (Borcherds[3]). Ko(T)に対して，それを巧(0(7)とする.格子

司

z
ino 



の元 [Ei]に対して， exponentialと呼ばれる元 e[Edが定まり，これらで生成され

る環(これは無限次元になる)が定義できる ([3ぅ31]). 

9w = (←伊e[E戸叫E

このリ一環の r閃ea叫1root系は[戸Ei]で生成される.このようにして，与えられたルー

ト系をもっリー環が作れる.

2.符号の集合 A(W)から決まるダイアグラム(図 1)に対応する Cartan行列から，

Chevalley基底と Serre関係式で決まるリ一環が与えられる ([31]). 

3. strongly exceptional collectionから得られる qUlverの表現から定まるリー環

(Ri時 el-Hallconstruction) ([24， 32]). 

これら 3種類のリ一環が同型であるのか否か，現在のところまだわかっていない.今

後，これらのリー環の関係を明らかにし，どのリー環がプラトンの対称性の良い一般化を

与えるのか，などの問題を解明することを今後の課題として提起したい.

注

1.ここでの構成の説明は， ε=-1の場合であって， ε=0の場合の説明は省略する.

ε>0の場合には，この構成によって，有限次元半単純リー環が構成できる.

2.これらのリ一環の構成は，幾何学的な動機からきている.このシンポジウムの演田

先生の講演で，微分方程式は正則であるにもかかわらず，その解が無限遠から来る

特異点をもつことがあるという話があった.実は， 20年ほど前に， ε=-1の時の

14+8個の場合の特異点の変形理論の研究において，ある種の微分方程式系の理論

を研究していたとき，解を作ろうとすると，どうしても特異点が出てきてしまう困

難に直面した.結局方針を変えて，微分方程式の代わりに，ある種の無限次元リ一

環を作り，そのリー環が，ある種の積分条件をみたしているために自動的に大局的

な解を作れる，という議論展開をしようと考えた(原始形式の理論).この講義で

紹介したリー環が，この目的を果たしているのではないか，という期待を持って

いる.
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