
A theory of 
Infinitely Near singularities 
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Idealistic Exponents 
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Infinitely near singularities 

を観るためには

顕微鏡に相当するものとして

Blowing-up 

を用いる。
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高さは

方向に

対応する

上の中心の縦軸が ， 
下の一点に潰れる 山

中心軸を除いた

所では一-対一

(同型写像)
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BLOW-UP変換

(膨らまし)



縦軸とこ点で

交わっている

↓ BLOW-UP 
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Plane curve 
y2_X2+X3=O 

の特移点は
原点のnode



中心の縦軸
に接している

↓ 
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BLOW-UP 

Plane curve 
y2 -X3 = 0 

の特異点は
原点のcusp



例: 1 <b<a， (a，b )=1 
Plane curve defined by ybーが =0

Blow up at the origin (0，0) 

Transform defined by Y1b -X1
a-b = 0 

Blow up at the origin (0，0) 

Transform defined by Y2b - X1
a-2b = 0 

Blow up at the origin (0，0) 
できるだけ」繰り返す。すると整数部分 [a/b] 固まで
Multiplicity bが続く。 したがって、

Infinitely near singular pointsカ〈
[a/b]個あると言う。
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さて、さて、
一般論のはじまり、 はじまり!

有理数のイデアノレイヒ

I11手長J了、.:..;1.1手兵j之t: '常段 付日 イザ'γ-"1.-・今吟・I.r.j

{( fll! ~士: え寸 ( ~J • b)， iJ :-:-朴 (il.b 主?!宅主主) しり 1.;](1ぬ"'"，-
~-~.:. J~' .' .1: う J こ 32こ.，，~占・.)-ζ

( IJ ， b} '"'-;" rrl 
， i/)・ケづヨ t-. ( ::.竹刈r). fhul U('~ ，fJ'r-， !u" 1/".. 

イー;--"r~'L，.，1 lこ-:C.t (.1.ん). b >，. O. (.J:智ユι五{と 1:.')且イ -:，，--""Y'.IL.) f.....) r;-1)1/(を
il::(l) .にうに屯.促寸-ろ

.: .J.l~) ........ ，:.p. 11') *.=時三八〆〉日月刊，:1，thal ./・... .If
" • /1，.1 _ fJrJ' 

f f ~ I~ .t'=-::: IJ ( ; f} { (rr， b)、(rrヘん')} 一 (uitn{nb¥ n)ん}唱 hl/)

.(よ~":ツ~ -".' H二.:..λ lJ) n (JにJ/l (.P'・i .1'¥ iJ/J' ) 

f;・.?J~ ~:c.: (n. tJ) .::. (fi". IJr
) <-一一、 olJ' <:利市

イヲJτ;.-，1.-nニ :.1. IJ)こ (.r.llj -==:> .1"・二:..I)ゐ

ゐ、くーご唱 しJ.~J J ，;Ii' idpill j:-; I j(・ド:-':P'川J-t'JlJ と11子λ入
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Idealistic exponent 

とは
pair (J， b)、ただし

b :整数> 0 
J : 多様体上の

イデアルの層
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Ollf fll111)ICllt SCllCll1(~ Z \\~il1 l)c Sl11oot]1 of 
fillit(~ t~{l)(~ ()¥，l"or (1. l)erfe(~t fi(~l(l A":， ¥:ヘhstudy 

tll(? infin.i.tely nea'f SI11gl11arit).' of 8..l1 ideal-
u;tic e~cponcnt on Z， say E = (J~ b)， wIth a 
(川ll(~r(~Tlt i (い(1.1J ()ll Z手111(1}1.11 il)t(~g(~r b > O. 

EXf:lIl1 I)l(~ ‘ 

Z == J.)lJe町C(休hk![h3Z4吋;4心!日)ラ:沼r.==(立町?可1い 令 .~r 1z?工h川:11.)Jη"九11.)η仰九バ1.)J鯛.H==

t'l町 (止刈k叫[x]j.fk叫iL;;州.

t山11C川)月寸i(l恥l(恥(~“m叫可苛羽叫tれflli巾lis計叫t.ic~ c悶問呪叫})(}l口1叩mCm1n1tE = ( よb的)1W九，¥ritll ~J == 

fVz正mdb = rnax{nl，'ttlt~ (I-I) ， e E II}. 
\\l(~ a.IITl t(J re(lll{~e t.}lC 111l11tiplicit.ies t.oく b
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" . . 

Tilo inhlitely Ileal‘sillglllari t~l of 

E = (よb)
i51・ (~l )1~(\~(~1 k t.刊ll〉ytll(}町、 blowing-updiα-
gr(1.rn8~ called LS B， ¥vhieh arc IJerrni8sible 
ll)l-itisuwr 1・(~c'rt.ll t.ll(~ Il()tic)tl ()f LJ..9 B ell1Cl 

p行r汀1:IssibilitJJ.
1ヘ7btCヲ 1、い叫\-\~‘1札可可司九'\~廿a

i山11(1山山1(~叫叫-\北允\党北?叱叱t(~札ぽ川(~刊吋町可吐T可~lL1口‘‘L1口山1HlU山ih凶l口1乱虻t(~引何EH唱!Sヨ t == (-t1， t2~ + • + ，t九(1)1 ¥¥le let 

Z[t] = Z X k Spec(k[t]) ancl E[tJ == (J何事b)
'ivith J[tご JOz[t]
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Defilli tiOll 

人 loca.lscq1.LCn)Ce of s'n1.ooth. blol1Ji'ng-叫，p.s，
cal1pc] LSB o~ver~ Z t()γ ぉ11()rt..lIlCB11ぉ:

1f.，.-1 

Z → 
lLr-2 

IノTr-1C Zr-l → 
U 
D1~-1 

1ft 7TO 

→ [T1 C Zl →[1"0 C Zo == Z 

u u 
D1 Du 

¥，:r11crp [;~i iB (111 りI)Cll Sl11)日C]lf河川c ()f Z'i-: Di 

iH泊l't羽111a.rc・ l(胤~( 1 日111)s(~11el11(下。f UTj礼11(1 t.lle 

arr()¥:v'目 111Cell1: 1f;. . Z.;.+ 1→ιT1. C ZJ: If; t.lle 
1)1()¥VIIlg:-l1]) ".ritl1 Cel1t.er D.i. 
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Tl18 pe'r'lLi幻 ib'ilityof t1.11 LS B for E == 

(J， b) is (l(~fille(l ill(lll(~ti\.rcl}.r. It tl1811 is el1ol1g11 

t.() (l(~fillQ pern~issib -i rit官。f (l. l)lO¥¥.rI11g-11IJ al1Cl 

t. ll(~ tra'n~8for・7凡 ()f .E r)~/ f:HJC}l (l. r)l()¥¥rillg-1JIJ. 

トI~()r (111 ()I)(~ll [}.o C Z， l:~ IS r(~l)la.(:(~cl rJ)r its 

rcst.rietiol1 E I日ニ (JI礼的 M D(~fi 11(¥ 

ord?，(E) = ordq( J) /b 

ftllCl 

Sing(E) = {り εzI ord，，(E)三1}

= {r}εz I ord11 (.1) > lJ} 
¥，r} 1 i(~ll is ca.l l(~cl ~sí'n)g1.L，lar lOCll.8 ()f E M 
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/¥. l)}C)¥Villg-ll!) 1r ~ Zl→Z ¥v'itll CCl1tcr D 
is (l(~fillC(l tC) l)c P目、m日siblefor E if D is 
日l11C)otllallC} D C S'ing(E)~ rl'}lCマiran.sform，

E:1 == (J1， b) ()f E is <.恥hltkii〉y

J1Pb = JOZ
1 

¥Vit.Il rcsI)(¥ct to 7r ~ ¥¥:，llcrc 

p == (か;iihktC恥:

c渇消叫t泊叶，]山lp可叶，1t. 1H~ CXCαう~C可c叶'\司T司1)汁汁削t.i(り)1 14-:日札川11 r]j¥rlS臼玖〈り川)1汀r¥h ト1'¥0川〉汁tct}] 泊礼.t.. 

P ì~自よ守 }Hり)11χ (れ~1~() }()(ω?コ}ll日]h》yア l)rIllci 1 )a.l Sfl tll}lt J， 
Is 1111iql1Pl:/ (l( 下terrllirl(~(l (lS }lIl i(l(~a.1ぉlleaf ill 

Oz]・::¥"()¥¥.r t. ll(~ 11(川 ()11()f pe'r.，nli~9s'ibilit1J is 

clcIilll'cl fo1' Lt;; B . 
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An idealistic exponent (J，b) 

should be dealt with 

as a symbol which represents: 

the family of the ιindexed sets 

of all permissible LSB's 

over Z[t] 

where the index t is 
any finite system of indeterminates 
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F()l‘札 1)乱il'of i(lealisti(~ (~XI)Ollel1ts Ei 
(A-AL4=L2ヲ明で clefil18tll(~ inclusion: 

E1 C E2 

Tり 111刊 l11tll(下刊)I1Cli十iりn: Pick: any t 

(tL'周守 ， t(}.). If a.n LSB 0附 rZ[t] 臼 J)e1~
'rnu，s-ible fo-r E1 r t] ~ 80 is付 fo-rE2 [t]. 
Equii，ale.n.ce: E 1 rv E2 ¥¥rill 111ef-lIl tlla.t 

E1 C E2 a.llcl E 1コE2r

EC~lli\，:r;白1..1 (~11 C~(~: 円周E.i rv E ¥¥.rill 111ea.ll t]la.t. 1 '-L.L 10' C. ~.'.L '..' .L..L "_.~'， 1) ..L.......! J 

Vt~ a.ll LSn over Z[t} is PE'臼臼町110111¥7‘

f合川)1'"唱 ~l.l l j if~ kllld (Jl11yア if it. IS 50 for E[t]. 
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[]] (~J~ で f?fj)~(よ/)} f()r (l¥ .• f~l ・Y 41〉 0.

l2 J lf bi I 1仏 tニ l司a.)

(t九l'l)円(札bi)~(JFi JJ51J??) 

r~31 (rJl.J2~bl+b2) コ (>11 ~ (1)円(¥12守b2)lf Jw9i11g( .It， bt十
1) = o f01" lJot.ll i == 1 '1 2~ t.ll('ll t.IlC0}~ al"l~ e(fU，iva.lerl.f. . 
[.t] C~()l Y1I)t:l re円=(I1J， lJl) a.ll(l九 (I.J，b2) ¥vi t.11. 

l)l .> [}2・ 1"11011¥'/0. 11爪や

1) fi c r2' 
2) Tllpir fillal t.rt-lllsforllk日 1)¥-tlll L.S B (liffer 0111，.-1)¥，. 

a 1 }O¥ v{:'r 1->1・{)(!llC1..(}f t.lle i(I(~HJs ()f PXCeI)Lu)l凶1(li ¥"i帥 1・8.
[G] {~l ~ b) r'v (~1'J (J) f()l-t.hc ~Î.'n，t(~9'ral ClOS'll.問 .1()f ~J. 

ハh
u

吋
1
よ



Three Technical 

Key Theorems 

Nurnerical Exponent Theorern 

Differential Theorern 

Arnbient Reduction Theorern 
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Fりr札川In1 i凶仁d配i巴α凶帥i乱乱llistice以叫X斗1)χ川{)仙〉

a.Il <1川;王せ11山l口11山l)i蛇e臼llt廿t.臼(~lて~11犯0111巴z. \~/e clefil1e: 

ord史4d(E ) = Oω*l"吋ft噌唖

N 11111{~ri(~~11 EXr)り11(下Ilt.'TIl日)r(~Ill

L(~t Ei == (tJi， bi)下i== 1， 2， 1)8 t.¥¥I() i(lealisti(~ 
CXI)()11(~11t.8 (lll a.Il cx(~ellellt Z .. 

lf ¥'ilC 11a.'\tc~ (E1) C (E2) t.llell ¥¥re 11a¥re 

ordz(Eけさ ordf.(品)f()r V~ E Z. 
11l I-)ëlrtic~lll(l]' ， if \\~(~ 11C:l¥r(、E1r-v凸

t. 1H~11 o'r(It.(E1) < ()T(!E，(E2) f()r ¥;;/，と EZ. 

。。
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Diff Tl1COr(~111 

If V is札口¥.'"l{~f↑ 。z-subnlocluleof Difftl 
tll(~ll \\:r(~ 11a:¥/e t11c foll"lOIllg ill(~lllSÌOll 

Ill t.ll(~ SC11円。 ofIcle.a.list.ic CXI)011ellt.s 

(V竜王 b -'i) コ (~l， b) 

()l・Cf]lli\rtJl(~11t.l~/ 

(Jヲb)円 (DJヲb-'i) ~ (J， b) 

Q
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.l~llll)i(，llt. R~αlllctioll TIIC()relll 

Let. lrl'・rC Z 1)や clc}sC'(1SllloOtll o¥-rer a. l)cr-

f('けt 五clc1.
r ['hrプ(11・('1'11

ハ((Dげf~)J) QlV: b -.i ) 
()三~j<b\/

lH 日 a川11 α:.mηLb“tC開η[(tr陀てむうdt旬tlC刊C吋t1:C.叩1n0ザ[f(υJ， b的)j介ト'om日~Z
to v下H科1予1予... 人.

Pic化ckα?η1U:ttηn川'.dctCiTrl.i仇‘7況I凡Latcst = (付t1い ，tr) 
G 吋 α n ν I~.S B orl. Z [t]， s1.lch t抗h叩川f口j
strバポ枇~ict tかriαG側[，7品7t~ポ)r""附 Oザf叫~l'[ド何t] cω()Tt色t灼α.itTn色αωII 
“此aち cαω:χ'~e汀Y日A吋山t釘e肝う汗r~~巧ι可 . Thi(古川 t}l，e L.S B 1Jer"rn，is-
8ible f().r E[tl ~f a.1l(1 onllJ 'I.f $() .is t}Le 

i'r~{l'llCe(i LSB ()-r~1 ll/'rtl .fo'r F[tl. 
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Gi¥、v叩Fで巴
tl1C 111白Xiu1I.ll口1凶凶a叫10110 ¥1、a川叩111011昭巴 al1 t.Ilose icle印叩al1 
S刊u以肘ue1削仙e11力11t巾:.11<.1川川l凶凶t(げI，a刈α叫)コ( よb的).¥¥::0 tl1cll clefil1c a 
grHclcd Oz-algcbra 

p(E) = L .J，川a)Tfl

O<ll<∞ 
¥vhprc 7" 18 H11 (luxilI<.n・¥;ァ illdpt.crll1jnate¥vho開

!河川.~]'~ COITC~I)011dH to degrces. \\，~へ~v仏'77(? ((り川ω古刀刈j3沼叫}泊叫111ρ(E) 
t.llc C;'悶Tacter吋t均sti化C(1.19炉eうbra切l ()叶)オf‘ E， ¥vl七hi山叶川ik忙川tけ山~h h l 

巴宮停.el l(~川川Pl' f立Y山~l'a口刊，T百叫叫;日叫叫1札山li父引e明日 the c七lht.附 ik((-1汎?コ~a礼11 .fiT8t c}t f1.T(J，cte1'i~甲 南

t'i(~ e:l:])orJ:e'nt of a. plane curve .sin広ularit.ちヘ

4
1
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GivenE=(よb)on Z ~ clcfinc 

El = (tJ~ ， b~) 

¥vhere b~ ニ b! 礼nd

Jl= 玄 (DtffjLJ)6/(b川

TheoreUl 

ρ(E) í~ tlle Il1t..e色刊1closllre 01' 
('X; 

乞(J~)ザn 亡 L 07，TiJ 

n:..-:;O 0-=::0 

Henee f.J (E) is fini t el.y pr、(~sellt.cdns V z-algc brn. 

(H.Hironaka， J. of Korean Math.Soc.‘40(2003)，901-920 ) 
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基礎体が標数ゼロのときは、特異点解消

は次のような要領で簡単に解決できる O

総ての次元で証明しようとすると当然なが

ら帰納法を用いるのがよい。〈帰納法を嫌う

人は大いに頑張って帰納法の証明手順から
invariantsを引き出せばよい。)
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To tllれkpt11(' idωl clC'el r01・匂 t礼kpt.ll(' ('<-"1出('of 

乱 hyp何千五11rfneoX C .:t:a 

(k.ii1l0cl b:r .f(Xl'J.... ~:t~rJ) :-:-:::: O. 

I IlC'i(lentallr~ "i('・chUYp a. technique to rC'dncc the gC'lト
ぞralca.se tり h~~pers.urfa('(\ ca，sp. (I{le悶αa.lι1:81.μh恥l(比ce:r.7J抑υ1l.るC川♂

f 江‘F斥此.'tl呼ホ吋;色ば'ln

1日lト11 出即('di 針'("1'や刊enti礼1 01)(狩(¥.瓦可守r、白川tor‘古日

)，. Vaを 21
1AfflrE104172rt2...0JEJU tg 

¥¥'0 look IIltO t ho. SIll広ularit:rof.f'{ a t n. 110int t. ~目的ア

と=(0)札lld.l(と)= O. Let b =ηl:u.ll.f.( ..，.Y) = O'1'dE，(f) ~ 
凶nd(~()l1 sidel ・ th(~ sc't 

{ Do(f) I日 εz;;哩 |αI=b…1 } 

ou L. of ¥¥" hieh \\"(‘ el100~(' a l11Hxiulal sγ札口11101' t.hosc 
hè~\"ing Iinc'elrly indC'pClldent linear t('enlぉ:

{ょ;= i)o} ( J)， 1 ~三 j 三 d}
This d is t:alle.d Za.'，"u;ki codi-rnc.n.sio'lt.. of X (l t.ξ 
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Dy thp inlp1ieit fnnttinll t.hPOrenl， ，¥ゃοbtnlnれ日lllooth
日l1bUHlnifold tl' of (、odi加nl~削~刊m、可m吋11凶1吐ion d (Ioca汎~r汎t正抗all
d山l(ο崎、G命h白白fill口削1

ηnl凶ax対iImEn1 a叫1COIltac凶t¥V凶.¥0'吋...it山11~y. j加11{[~iJ e廿川叫lt札Lごι
蜘

("iOllぉid~l' thC"' idpal in the aU1hifLl1t spacc Zニ ClI:

1= 乞 (D(f f~) f) L-i 
0<1くb-l、 f

nnd thrn lpt. ~1 bp thC' klf"e"ll 111 l.ll indllced h:v' .J. 
'fh011 thc problcll1 of rc，d neil1g the l11Ultiplicity of .{ 

り11Z 1.0 le&<) thall b れ-{'r}t口-\\γ"hcr刊t~ (b~丸'V 111日1C抗川11阿苛 of ~汎11むt'ω司T巳巳ト-
討1¥γで(、 可"守 pcr川r1)llS日附S羽叫iリb1メh♂tb1オ}オ10¥川W川v吋Fサ11)冷ち叶p附丹)is白弓 t収X)川〉

αh:'f日ttt.o t.hf' rドdnehlgthe 111111 tiplt{~it:v of the klea] ~l 
011 III (by sill1ilar ll1f'ans) to )ess than b! everywhere. 

T}ltlS~ tl1e problern in dimension 11. is re-
(]llccd to a l)roblcDl ill dilnCllsiOll n -(1く11..
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これで総ての次元の多様体に対する特異

点解消の証明は「ほぼ」終了。何故なら一次元
の場合は大抵の条件のもとで特異点解消は
簡単に出来るから O

この「ほぼ」だが、証明は99%正しい、 10

0%ではないと言うこと。

踊されてはいかん。

しかし、残された1%は真面白に数学に通

じたひとであれば、そして辛抱強いひとであれ
ば誰でも完壁にまで修正できる程度。
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疑問 1.始めに一つの方程式 f
(equation for the hypersurface)から出発
して、低次元の連立方程式の場合に帰着し
た。これ如何に?

(答え) No problem !最初から
idealistic exponent (J，b)で始めておけばよ
い。(一つの fにかわりに関数のシステム

で生成されたイデアル J で置き換えるだけ
のこと。)

門
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疑問 2. 始めに b は multiplicity
の最大値とした。だから W を定義する方程
式は emptyでないし、 dimW く dimZ.

これが=た、ったら帰納法は全くI駄目。

〈答え) Very little problem !一般に

(J， b) と (J， b')， b' < b， との

違いは normalcrossings (accumulated 
exceptional divisors )だけ。 それは少し知

恵を働かせれば簡単に処置できる O

nku 
つ白



基礎体の標数が p>O の場合は?

問題が一段と複雑になることが知られて

いる。その場合、大局的問題よりも、局所的

問題に関して、自然で無理押しでない有効な

方法が模索されている O

まず、 p>O の場合の局所的な研究へ

の門出の第一歩がある。
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L()('ell tllCL()l、.\'~ ~ Illi tial (le(~()lll I)osi tiOll 

Pit-.l-( e:¥. (~l()s(~(l 1 )OilltとεZ a.llcl let R~ 

o z ~~ r Tll("llκ== R/'j¥.l ¥，ritll 1¥.1 == 'rnax(R.) 
is l}(~rf(~(~t. G i ¥.rCll f εR \~li t. ll o1~d)Jf(f) 

rn~ > (). t.ll(~汁!ji1川lit叶!iita叫kけ1f骨kb〉月1"1川川I口I川lttiか，ブ[:r~l\.J(f) 18 礼 11()1日\2，司(~子トr()

ll(圃)汀)汀)Tll

r .l{れ川?河l1口lIllt-白k 

ヨ日 1)èlS(~ :1; ( :"1; 1ヲ・・・ラ九)of 1¥1! 1'l.f2 sndl 

t..llel.tヨEr-T15三γ ご::: rl ~ ftl1Cl qi. ニ lJ(.'iヲe./:> 
() ~ 1 < .i 壬 γ苛日ll(~ll tllftt 

1. 1三q1三位三..・三 qr三三町E

2‘M川.f)εκiJ2111，.， 14f1
3V47ヨDtEDtff;;rqt)?473rJ1f(D-if)=;-x?
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かくて、数の列

(n， r， q1' q2'・・・・・・， qr 

帰納法

(Inductive argument) 
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