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1 導入

本講演では, 平面上の弾性体の伸縮運動を表す数理モデルである, 次の非線形偏微分方程式に
対する初期値境界値問題を考える: Find u : Q(T ) → R2 s.t.
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ただし, Q(T )は領域 (0, T ) × (0, 1)(T > 0)を表し, ρ > 0は弾性体の線密度を表す定数, γ > 0
と µ ≥ 0は定数とする. εは歪み, f は応力関数とし, u0, v0は与えられた関数で, それぞれ弾性
体の初期位置と初速度を表す. 弾性体の伸縮運動を表す方程式では未知関数を変位とすること
が多いが, 本講演では, 弾性体の伸縮運動を直接的に表現できるよう, 未知関数 u = (t, x)は時
刻 t ∈ [0, T ]での弾性体のR2上での位置を表すものとする (図 1参照). この偏微分方程式モデ
ルは, [1]で解の一意存在を示した常微分方程式モデルをもとに [4]で導出したものである. 上の
問題を µ > 0のとき Pµ = Pµ(u0, v0), µ = 0のとき P0と書くことにする.

方程式の非線形項
∂
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)
を形式的に計算すると,

∂u

∂x
に関して滑らかでない項を含む

ため, 一般には強解の存在が期待できない. そのため, Pµや P0の弱解を考察する.

図 1: 未知関数 図 2: µ > 0の場合の応力関数

以下, T > 0, H := L2(0, 1)2, V1 := {z ∈ H2(0, 1)2|z(0) = z(1), zx(0) = zx(1)},
V2 := {z ∈ H4(0, 1)2|z(0) = z(1), zx(0) = zx(1), zxx(0) = zxx(1), zxxx(0) = zxxx(1)}とする.

1本研究は愛木豊彦氏 (日本女子大学・理学部)との共同研究に基づく.
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仮定 1.1. 応力関数 f : (−1,∞) → Rを次式で定める.

f(ε) =
κ

4

(
1− 1

(1 + ε)4

)
.

ただし, κ > 0は定数である.

この応力関数は ε → −1のとき f(ε) → −∞となるが, 同じ特徴をもつ応力関数に対して工
学分野では既に, G. A. Holzapfel[3], R. W. Ogden[6], J. C. SimoとC. Mihe[7] によって数値解
析的考察が与えられている. そこで, 本研究ではこのような特徴をもつ応力関数を伴う beam方
程式 (1)を考察の対象とする.

定義 1.1. Q(T )上の関数 uが以下の 3つの条件を満たすとき, uをP0の [0, T ]上の弱解と呼ぶ.

• u ∈ W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V1).

• u(0) = u0.

• −ρ

∫
Q(T )

ut · ηtdxdt+ γ

∫
Q(T )

uxx · ηxxdxdt+
∫
Q(T )

f(ε)ux · ηxdxdt = ρ

∫ 1

0

v0 · η(0)dx

for η ∈ W 1,2(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V1) with η(T ) = 0.

定義 1.2. µ > 0に対し uが以下の 4つの条件を満たすとき, uを Pµの [0, T ]上の弱解と呼ぶ.

• u ∈ W 1,∞(0, T ;H) ∩ L∞(0, T ;V1) ∩W 1,2(0, T ;H1(0, 1)2).

• u(0) = u0.

• |ux| > 0 on Q(T ).

• −ρ

∫
Q(T )

ut · ηtdxdt+ γ

∫
Q(T )

uxx · ηxxdxdt+
∫
Q(T )

f(ε)ux · ηxdxdt +µ

∫
Q(T )

utx · ηxdxdt

= ρ

∫ 1

0

v0 · η(0)dx for η ∈ W 1,2(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V1) with η(T ) = 0.

定義 1.3. µ > 0に対し uが以下 3つの条件を満たすとき, uを Pµの [0, T ]上の強解と呼ぶ.

• u ∈ W 1,∞(0, T ;V1) ∩ L∞(0, T ;H4(0, 1)2) ∩W 2,2(0, T ;H) ∩W 1,2(0, T ;H3(0, 1)2).

• |ux| > 0 on Q(T ).

• (1) – (3) が a.e. の意味で成り立つ.

また, 任意の T > 0に対して, 定義 1.2(定義 1.3)が満たされるとき, uを Pµの [0,∞)上の弱解
(強解)と呼ぶ.

問題 P0や Pµについて, 次の定理 1.4 – 1.6が得られている.

定理 1.4. (P0の弱解の一意存在定理, [2]) T > 0とする. f : R → Rが Lipschitz連続かつ単調
増加かつ f(0) = 0を満たし, u0 ∈ V1, v0 ∈ Hならば, P0は [0, T ]上の一意な弱解をもつ.

定理 1.5. (Pµの弱解の一意存在定理, [5]) T > 0, f が仮定 1.1 を満たすものとする. このとき,
u0 ∈ V1, |u0x| > 0 on [0, 1], v0 ∈ Hならば, Pµは [0, T ]上の一意な弱解をもつ.

定理 1.6. (Pµ の強解の存在定理, [5]) T > 0, f が仮定 1.1 を満たすものとする. このとき,
u0 ∈ V2, |u0x| > 0 on [0, 1], v0 ∈ V1ならば, Pµの [0, T ]上の強解が存在する.

定理 1.5, 1.6の証明では, 次の補題が鍵となる.
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補題 1.7. z ∈ V1, K1, K2 > 0とする. このとき,

∫ 1

0

1

|zx|2
dx ≤ K1, |zxx|H ≤ K2 ならば,

|zx| ≥
K2√
2
e−K1K2

2 on [0, 1].

µ > 0 の場合は, 応力関数 f を仮定 1.1で定めることで得られる歪み ε に対する下からの評
価と粘性項 µutxxから得られる正則性をもとに, 弱解の一意存在だけでなく強解の存在も証明
することができた.

2 問題Pµに対する定常問題の考察

本講演では, 時間が十分経過した後の弾性体の状態を知るために, Pµに対する次の定常問題
P∞を考える.

γ
∂4u∞

∂x4
− ∂

∂x

(
f(ε∞)

∂u∞

∂x

)
= 0, ε =

∣∣∣∣∂u∞

∂x

∣∣∣∣− 1 on (0, 1),

∂i

∂xi
u∞(0) =

∂i

∂xi
u∞(1) for i = 0, 1, 2, 3.

(4)

定義 2.1. u∞が以下の 2つの条件を満たすとき, u∞を定常問題 P∞の弱解と呼ぶ.

• u∞ ∈ V1.

• γ

∫ 1

0

u∞xx · ηxxdx+

∫ 1

0

f(ε∞)u∞x · ηxdx = 0 for η ∈ V1.

定常問題 P∞の弱解に関する以下の定理を得た.

定理 2.2. µ > 0, u0 ∈ V1, v0 ∈ Hとし, uを Pµ(u0, v0)の [0,∞)上の弱解とする. このとき, 次
を満たす部分列 {ti} ⊂ {t}, ti → ∞(i → ∞)と u∞ ∈ V1 が存在する.

û(ti) → u∞ weakly in H2(0, 1)2, ûx(ti) → u∞x in C([0, 1])2 as i → ∞.

ここで, u∞は定常問題 P∞の弱解である. ただし, û(t) = u(t)−
∫ 1

0

u(t)dx for any t ∈ [0,∞).

ここで, 時間大域解 uの動きについて考える. uをPµ(u0, v0)の [0,∞)上の弱解とすると, 定
義 1.2 より, 任意の T > 0に対し uは以下の弱形式を満たす.

−ρ

∫
Q(T )

ut · ηtdxdt+ γ

∫
Q(T )

uxx · ηxxdxdt+
∫
Q(T )

f(ε)ux · ηxdxdt

+ µ

∫
Q(T )

utx · ηxdxdt = ρ

∫ 1

0

v0 · η(0)dx
(5)

for η ∈ W 1,2(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V1) with η(T ) = 0. ここで, δ > 0に対して

η̃(t) =

{
−1

δ
t+ 1 for 0 ≤ t < δ,

0 for t ≥ δ,

とすると, η̃ ∈ W 1,2(0, T ;H)∩L2(0, T ;V1)かつ η̃(T ) = 0が成り立つので, η = η̃を (5)に代入で
きる. よって,

1

δ

∫ δ

0

∫ 1

0

utdxdt =

∫ 1

0

v0dx. (6)
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また, 任意の η̂ ∈ D(0, T )2に対し, η = η̂を (5)に代入すると,∫ T

0

η̂t

∫ 1

0

utdxdt = 0 for η̂ ∈ D(0, T )2. (7)

ここで, h(t) :=

∫ 1

0

ut(t)dx for t ∈ [0, T ]とすると, (7)より hは超関数の意味で ht = 0 on [0, T ]

を満たすので, h, つまり,

∫ 1

0

utdx は定数関数である. 故に, (6)より
∫ 1

0

utdx =

∫ 1

0

v0dxを得

る. これより ∫ 1

0

u(t)dx = t

∫ 1

0

v0dx+

∫ 1

0

u0dx for t ≥ 0. (8)

(8)より, 弾性体の輪の重心を表す左辺の
∫ 1

0

udxは, 時刻 tに関する一次関数である. つまり,∫ 1

0

v0dx ̸= 0ならば, 弾性体の輪は時間変化とともに直線上を動き無限遠方へ移動する. そこで,

定理 2.2では, û(t) = u(t)−
∫ 1

0

u(t)dx を考えることで, {û(t)}の部分列が定常問題 P∞ の弱解

に収束することを示すことができた.

3 今後の展望

まず,定理 2.2においてPµの [0,∞)上の強解に対しても同じ定理が得られるか,つまり, µ > 0,
u0 ∈ V2, v0 ∈ V1とし, uを Pµ(u0, v0)の [0,∞)上の強解とする. このとき, 次を満たす部分列
{ti} ⊂ {t}が存在し,

û(ti) → u∞weakly in H4(0, 1)2, ûx(ti) → u∞x in C([0, 1])2 as i → ∞,

ただし, u∞は定常問題 P∞の強解, û(t) = u(t)−
∫ 1

0

u(t)dx for any t ∈ [0,∞),

が成り立つことを示す. ここで, 定常問題 P∞の強解とは, u∞ ∈ H4(0, 1)2かつ (4)を a.e.で満
たす u∞のことである.

また, 定常問題 P∞の解の一意性について以下の補題が分かっている.

補題 3.1. 定常問題P∞の解をR2上で原点を中心に回転したものや平行移動したものもまた定
常問題 P∞の解になる.

補題 3.2. u∞(x) := (r cos(2πx), r sin(2πx)) for x ∈ [0, 1], r > 0が定常問題P∞の解となる r > 0
がただ一つ存在する.

従って, 定常問題 P∞の解の一意性が成り立つための条件を導出する必要がある.

また, PµやP0では, 解析上の困難さから γuxxxxを加えた方程式を扱っているため, 弾性体の
伸縮運動を表す方程式としての妥当性は明らかでない. そのため, 定常問題P∞の解の形状と係
数 γとの間に成り立つ幾何学的性質も明らかにしたい.

さらに, P0と Pµに対しては以下の課題もある.

• f が仮定 1.1を満たす場合の P0に対する弱解や強解の存在

• µ > 0に対し, Pµの強解 (弱解)を uµとする. ここで, µ → 0としたときの uµのP0の強解
(弱解)への収束
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