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1 導入

本講演では次の非線形シュレディンガー方程式について考察する．

i
∂u

∂t
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4
du+ |u|p−1u = 0. (NLS)
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はラプラシアンである．さらに (NLS)の質

量M(ψ)とハミルトニアンH(ψ)を次で導入する．
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任意の u0 ∈ H1(Rd) に対して，ある時間 Tmax, Tmin > 0 と，u|t=0 = u0 を満たす (NLS) の解 u ∈
C((−Tmin, Tmax),H

1(Rd))が存在して，質量とハミルトニアンに対して保存則が成り立つ．つまり

M(u(t)) = M(u0), H(u(t)) = H(u0) for all t ∈ (−Tmin, Tmax). (1.2)

例えば，Cazenave and Weissler[4]を参照．さらに，(NLS)の解 u(t, x)は |x|2u0 ∈ L2(Rd)であるとき，
次のビリアル恒等式を満たす．

d2

dt2

∫
Rd

|x|2|u(t, x)|2dx = 8K(u(t)) for all t ∈ (−Tmin, Tmax). (1.3)
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(NLS)に対して定在波解 ψ(t, x) = eiωtu(x)(ω > 0)を考えると、uは次の非線形楕円型方程式を満たす．

−∆u+ ωu− |u|
4
du− |u|p−1u = 0, u ∈ H1(Rd)\{0} (SP)

与えられた ω > 0に対して，(SP)の作用汎関数 Sω を次で定義する．

Sω(u) := ωM(u) +H(u). (1.5)

S ′
ω(Qω) = 0であることと，Qω ∈ H1(Rd)が (SP)の弱解であることは同値である．また，基底状態と
は，(SP)の非自明な解の中で対応する汎関数 Sω を最小にするものである．
　解の大域挙動を調べるためには，その形状の変化の様子を調べる必要がある．それを調べるために，
解の分散性を表すビリアル恒等式を用いる．初期値 u0の作用汎関数が基底状態より小さい場合には，変
分法的特徴付けからビリアル汎関数 K(u)の符号が不変であるポテンシャル井戸が定義できる．本研究
では，ビリアル汎関数の正負に分けてポテンシャル井戸を設定し，それぞれの集合から出発した (NLS)
の解を調べる．これまでの研究 [4]では，質量臨界とソボレフ劣臨界 (臨界)の二重冪を含む一般の非線
形項の場合について，負の場合に解が爆発することを示した．本講演では，質量臨界とソボレフ劣臨界
の (NLS)について，ビリアル汎関数が正の場合に解の大域挙動を調べた結果について述べる．先行研究
[2]において，空間変数の次元が 4以下の場合に解の散乱について結果を得られている．本研究ではその
次元の制限を除くとともに，非線形項を一般化した．(簡単のため，発表は二重冪の場合についてのみに
した．)
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2 主結果

最小化問題を以下のようにおく．

mω := inf{Sω(u) : u ∈ H1(Rd)\{0}, K(u) = 0}. (2.1)

次の結果が得られた．

定理 2.1. d ≥ 4のとき，任意の ω > 0に対して，mω > 0であり，mω の最小元が存在する．さらに，
mω の最小元は (SP)の基底状態である．

さらに、得られた基底状態に対してポテンシャル井戸を次のように定義する．

Aω,+ : = {u ∈ H1(Rd) : Sω(u) < mω, K(u) > 0}. (2.2)

Aω,+は (NLS)の時間に関する不変集合であり，さらに集合から出発した解について、次の結果を得た．

定理 2.2. d ≥ 4とする．ω > 0，u0 ∈ Aω,+とし，u|t=0 = u0とする (NLS)の解とする．このとき，任
意の t ∈ (−Tmin, Tmax)に対してK(u(t)) > 0であり，ある ε0 > 0が存在して

inf
t∈(−Tmin,Tmax)

K(u(t)) ≥ ε0 (2.3)

が成り立つ．さらに，u0 ∈ Aω,+を初期値とする解は散乱する．つまり，ある ϕ ∈ H1(Rd)が存在して

lim
t→±∞

∥u(t)− eit∆ϕ∥H1 = 0 (2.4)

3 鍵となる定理

以降，1 + 4
d < p < 1 + 4

d−2 とする．本研究では，先行研究における次元の制限を取り除くために，次の
ように散乱ノルムを定義した：spを ctitical regularityとする：
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d
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さらに
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を満たすことである．ただし，2 ≤ r ≤ 2d
d−2 (2 ≤ r ≤ ∞ if d = 1, 2 ≤ r <∞ if d = 2).

さらに，q1を
(d− 2)q1 < 2d, p+ 1 < q1 (3.3)

を満たすようにとる．このとき，指数 r0，r1，そして r̃1を次のようにとる．
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ここで，(q1, r0)は L2-admissibleである．これらの指数に対してさらに (q2, r2)を
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を満たすようにとる．このとき，I ⊂ Rに対して
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とおく．このとき以下の評価が成り立つ：



補題 3.2 (Strichartz estimate). I ⊂ R，J = Ī，そして t0 ∈ J とする. もし (γ, ρ)が L2-admissibleに
対して f ∈ Lγ′

(I, Lρ′(Rd))であるなら，任意の admissible pair(q, r)に対して，

t 7→ Φf (t) =

∫ t

t0

ei(t−s)∆f(s)ds fort ∈ I (3.5)

は Lq(I, Lr(Rd)) ∩ C(J, L2(Rd))に属する. さらに，ある定数 C(I に依存しない)が存在して
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tL
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x
≤ Cst∥f∥Lγ′
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x

for every f ∈ L ∈ Lγ′
(I, Lρ′(Rd)). (3.6)

補題 3.3 ([3]). d ≥ 3，2 + 4
d < p+ 1 < 2 + 4

d−2 とする. t1 ∈ Rで I を t1を含む区間とする. このとき，
以下が成り立つ：
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このように設定したノルム ∥ · ∥X(R)に対して，次が成り立つことがわかった．

定理 3.4 (Scattering energy space). u ∈ H1(Rd)を (NLS)の解とし，以下を満たすとする：

∥u∥X(R) <∞, ∥u∥L∞
t (R,H1) <∞.

このとき次を満たす ϕ± ∈ H1(Rd)が一意に存在する．

lim
t→±∞

∥u(t)− eit∆ϕ±∥H1 = 0.

この定理を用いて
∀u0 ∈ Aω,+ =⇒ ∥u∥X(R) <∞

を示すことで，主結果を得た．
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