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本講演では，p進体における中心極限定理，重複対数の法則，大偏差原理といった一連の極限定理

について，広く知られている実空間におけるそれらと対比しながら述べた．ξi(i = 1, 2, . . .) を独立で

同分布な p進値確率変数の列，Sn = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn をその和とする．

[中心極限定理] z を 0 < |z|p < 1 なる p進数とする．p 進体上の確率分布は，その特性関数 µ̂(y)

がある実数 0 < c < 1 に対して µ̂(zy) = µ̂(y)c をみたすとき，(c, z)-準安定であるという．

µ がある 0 < c < 1 に対して (c, z)-準安定であることは， lim
n→∞

k(n−1)
k(n) ̸= 0, 1 なるある自然数の増加

列 {k(n)}n=1,2,... について µ が scaled sum znSk(n) の極限分布であることと同値である．

特に ξi が原点を中心とする回転で不変な分布をもち，その tail probabilities がある実数 α > 0 に

対して
T (m) := P (|ξi|p ≥ pm) = p−αmL(m), L(m+ 1)/L(m) → 1 (1)

をみたすとき，k(n) =
[
const.T (n)−1

]
とすれば，pnSk(n) は α-準安定分布に収束する．

仮定 (1) の下では P

(
lim sup
n→∞

∣∣pnSk(n)

∣∣
p
= +∞

)
= 1 が成立するので，次に lim sup

n→∞
|Sk(n)|p の

発散のオーダーの評価を与える．

[“重複対数”の法則] β > 0 に対し cn = [β log n] とおくと，

β > 1
α log p のとき，P

(
lim sup
n→∞

∣∣pn+cnSk(n)

∣∣
p
= 0

)
= 1，

β < 1
α log p のとき，P

(
lim sup
n→∞

∣∣pn+cnSk(n)

∣∣
p
= +∞

)
= 1．

臨界オーダー cn = [log n/α log p] では，仮定 (1) における収束 L(m+ 1)/L(m) → 1 の速さによっ

て次のように結果が異なる；L(m+ 1)/L(m) = (logm)−γ/ logm とすると，

γ > α log p のとき，P

(
lim sup
n→∞

∣∣pn+cnSk(n)

∣∣
p
= 0

)
= 1，

γ ≤ α log p のとき，P

(
lim sup
n→∞

∣∣pn+cnSk(n)

∣∣
p
= +∞

)
= 1．

この定理により，cn が [log n/α log p] より速く発散するとき pn+cnSk(n) は確率１で原点に収束

し，原点から離れた集合に存在する確率は減衰する．この減衰の速さ（大偏差）の評価を次に与える．

[大偏差原理] δn = sup
m≥n

∥1 − L(m + 1)/L(m)∥ とおく．(i) lim
n→∞

cn/n = +∞，または (ii)

lim sup
n→∞

cn log((1 − δn)/(1 + δn)) < α log p のいずれかがみたされるとき，原点を含まない任意

の球 B について，

lim inf
n→∞

1
n logP

(
pn+cnSk(n) ∈ B

)
= −αθ+ log p，

lim sup
n→∞

1
n logP

(
pn+cnSk(n) ∈ B

)
= −αθ− log p

が成立する．ただし，θ+ = lim sup
n→∞

cn/n，θ− = lim inf
n→∞

cn/n．この仮定の下で，θ = lim
n→∞

cn/n が

存在するとき，またそのときに限り，pn+cnSk(n) は I(x) = αθ log p (x ̸= 0)，I(0) = 0 を rate

function として大偏差原理をみたす．I(x) が good rate function となるのは θ = +∞ のときだけ

である．


