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1 背景
球面上の 4価グラフは球面をいくつかの領域に分割する. 球面上の結び目および絡み目の射影図も,交差点を

頂点と考えることでことで 4価グラフとみなすことができる. そこで, 射影図においても n本の辺に囲まれた領

域を n辺形と呼び, 射影図の各 n辺形の個数について考察する. 結び目射影図 P に対し, fn(P )で P の n辺形の

数を表す. 射影図は球面上, 非自明かつ,規約と仮定する.

Pの面

P : 結び目射影図G : 平面 4価グラフ

Dの面
自然に対応づけられる .

結び目および絡み目の射影図は,交点を頂点と考えることで球面に埋め込まれた 4価グラフとみなすことがで

きるので,　 2次元球面のオイラー標数が 2であることと, 簡単な考察で次の等式 (∗) を得る.

(∗) 2f2(P ) + f3(P ) = 8 + f5(P ) + 2f6(P ) + 3f7(P ) + . . . .

グラフ理論においては (∗)を満たす平面 4価単純グラフ構成するという問題が考えられている. 例えば [1]や,

　それにおける結果を拡張した次の定理が知られている.

定理 1([2]) {f3, f5, f6, · · · }を (∗)を満たす非負整数列とする. このとき, 非負整数 f4 と, 2次元球面上の 4 正則

オイラーグラフ Gで交点を横断的に通ることができ, fn(P ) = fn(n ̸= 2), f2(P ) = 0を満たすものが存在する.

2 主結果
ここでは次の問題を考える.

問題 K を結び目（もしくは絡み目）, {f2, f3, f5, · · · , fm}を (∗)を満たす非負整数列とする. K の射影図Dで

fi(D) = fi (2 ≤ i ≤ m, i ̸= 4)を満たすものが存在するか.

この問題に関し完全な解答を得ることはできていないが, Jeongの定理を利用して次を得ることができた.

主定理 K を結び目, {f2, f3, f5, f6, . . . , fm}を等式 (∗), f2 > 0, f5 = k + 2f2 − 2を満たす非負整数列, kを自然

数とする. このとき非負整数 f4 と, fi(P ) = fi (2 ≤ i ≤ m) が成り立つK の射影図 P が存在する.

主定理は, 定理 1の拡張となる補題１と, 補題 2から従う.

補題 1 {f2, f3, f5, f6, f7, . . . , fm}を等式 (∗), f2 > 0, f5 = k+2f2 − 2を満たす非負整数列,kを自然数とする. こ

のとき非負整数 f4 と, fi(P ) = fi (2 ≤ i ≤ m) が成り立つ結び目射影図 P が存在する.

補題2 P を のような部分を持つ結び目射影図とする. 任意の結び目 (もしくは絡み目)は fn(P
′) = fn(P )

(n ̸= 4)を満たす射影図 P ′を持つ. ここで 弧にふられた 0,1,2の番号は, 射影図に向きを入れて辿った時に 0,1,2

の順に現れるという意味である.
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