
劣臨界及び臨界Hardy 不等式
に関連した最小化問題
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• (絶対)関数不等式
例： Sobolev不等式、Hardy不等式、Trudinger-Moser不等式 etc.
問題：不等式の成立・不成立、最良定数、等号成立条件 etc.

•偏微分方程式
例： Emden-Fowler方程式、Liouville-Gel’fand方程式 etc.
問題: 解の存在・非存在、解の定性的性質 etc.

§0  研究対象



§0 関数不等式と方程式 （ 𝑁𝑁 ≥ 3, 0 ∈ Ω ⊂ ℝ𝑁𝑁: 領域）

「任意の」関数 𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊0
1,2 Ω に対して、以下の不等式が成立する.

𝑁𝑁 − 2
2

2

�
Ω

|𝑢𝑢 𝑥𝑥 |2

|𝑥𝑥|2
𝑑𝑑𝑥𝑥 ≤ �

Ω
|𝛻𝛻 𝑢𝑢 𝑥𝑥 |2 𝑑𝑑𝑥𝑥 ( < ∞ )

Ω O

1
|𝑥𝑥|2

もし等号を成立させるような関数 U が存在したら・・・

u(x)

−Δ 𝑈𝑈 𝑥𝑥 =
𝑁𝑁 − 2

2

2 𝑈𝑈 𝑥𝑥
𝑥𝑥 2 , 𝑥𝑥 ∈ Ω

𝑈𝑈 𝑥𝑥 = 0 , 𝑥𝑥 ∈ 𝜕𝜕Ω

U は次の偏微分方程式の(弱)解になっている.

Δ = �
𝑖𝑖=1

𝑁𝑁
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝑥𝑥𝑖𝑖2
: Laplacian

最良定数
→



∀𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁

�
ℝ𝑁𝑁

𝛻𝛻 𝑢𝑢 𝑥𝑥 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥 >
𝑁𝑁 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝑝𝑝

�
ℝ𝑁𝑁

| 𝑢𝑢 𝑥𝑥 |𝑝𝑝
| 𝑥𝑥 |𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥

ℝ𝑁𝑁
O

u(x)

最良

§1  劣臨界Hardy不等式(𝑯𝑯𝒑𝒑) 1 < p < N とする.

1
|𝑥𝑥|𝑝𝑝



∀𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁

�
ℝ𝑁𝑁

𝛻𝛻 𝑢𝑢 𝑥𝑥 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥 >
𝑁𝑁 − 𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝑝𝑝

�
ℝ𝑁𝑁

| 𝑢𝑢 𝑥𝑥 |𝑝𝑝
| 𝑥𝑥 |𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥

§1  劣臨界Hardy不等式(𝑯𝑯𝒑𝒑) 1 < p < N とする.

inf
∫ℝ𝑁𝑁 𝛻𝛻𝑢𝑢 � 𝑥𝑥

|𝑥𝑥|

𝑝𝑝
𝑑𝑑𝑥𝑥

∫ℝ𝑁𝑁
|𝑢𝑢|𝑝𝑝
|𝑥𝑥|𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝑁𝑁−𝑝𝑝
𝑝𝑝

𝑝𝑝

最良定数に付随する最小化問題

𝑢𝑢 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁

u ≠ 0

は達成されない.



•スケール不変性： 𝑢𝑢𝜆𝜆 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆
𝑁𝑁−𝑝𝑝
𝑝𝑝 𝑢𝑢 𝜆𝜆𝑥𝑥 (𝜆𝜆 > 0).

重要な性質

ℝ𝑁𝑁
O

u(x)

𝑢𝑢𝜆𝜆(x) (𝜆𝜆 ≫ 1)

�
ℝ𝑁𝑁

| 𝑢𝑢𝜆𝜆 𝑥𝑥 |𝑝𝑝
| 𝑥𝑥 |𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥 = �

ℝ𝑁𝑁
| 𝑢𝑢 𝑥𝑥 |𝑝𝑝

| 𝑥𝑥 |𝑝𝑝 𝑑𝑑𝑥𝑥

�
ℝ𝑁𝑁

𝛻𝛻 𝑢𝑢𝜆𝜆 𝑥𝑥 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑝𝑝 𝑑𝑑 𝑥𝑥

= �
ℝ𝑁𝑁

𝛻𝛻 𝑢𝑢 𝑥𝑥 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑝𝑝 𝑑𝑑 𝑥𝑥



重要な性質

• ``Virtual” extremal ∶ 𝑈𝑈 𝑥𝑥 ≔ |𝑥𝑥|−
𝑁𝑁−𝑝𝑝
𝑝𝑝 ∉ 𝑊𝑊0

1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁 .

(等号不成立である理由)

もし, ∃𝑉𝑉 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁 : Hardy不等式のextremal.

∃𝑈𝑈 ∈ 𝑊𝑊0,rad
1,𝑝𝑝 ℝ𝑁𝑁 : Hardy不等式の球対称なextremal.

U 𝑥𝑥 = 𝑐𝑐|𝑥𝑥|−
𝑁𝑁−𝑝𝑝
𝑝𝑝 (𝑐𝑐 ∈ ℝ)



�
𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑦𝑦 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 ≥ 𝑁𝑁−1

𝑁𝑁
𝑁𝑁 �

𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

| 𝑤𝑤 𝑦𝑦 |𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑦𝑦|
𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

∀𝛻𝛻 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)

§2  臨界Hardy不等式 𝑝𝑝 = 𝑁𝑁 ≥ 2, 𝑎𝑎 ≥ 1 とする.

1

|𝑦𝑦|𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑦𝑦|
𝑁𝑁 (a ≫ 1)

𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)
O

w(x)



�
𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑦𝑦 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 ≥ 𝑁𝑁−1

𝑁𝑁
𝑁𝑁 �

𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

| 𝑤𝑤 𝑦𝑦 |𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

∀𝛻𝛻 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)

最良

§2  臨界Hardy不等式(𝑯𝑯𝑵𝑵) 𝑝𝑝 = 𝑁𝑁 ≥ 2とする.

1

|𝑦𝑦|𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁

𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)
O

w(x)



�
𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑦𝑦 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 > 𝑁𝑁−1

𝑁𝑁
𝑁𝑁 �

𝐵𝐵𝑅𝑅 (0)

| 𝑤𝑤 𝑦𝑦 |𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

1

|𝑦𝑦|𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁

w(x)𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)
O

§2  臨界Hardy不等式(𝑯𝑯𝑵𝑵)

Ref. Ioku-Ishiwata, 2015

∀𝛻𝛻 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)∀𝛻𝛻 ∈ 𝑊𝑊0
1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)

𝑝𝑝 = 𝑁𝑁 ≥ 2とする.



•スケール不変性：𝛻𝛻𝜆𝜆 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆−
𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝛻𝛻 𝑦𝑦

𝑅𝑅

𝜆𝜆−1
𝑦𝑦

Ref. Ioku-Ishiwata, 2015.  重要な性質

u(x)

𝑢𝑢𝜆𝜆(x) (𝜆𝜆 ≪ 1)

𝐵𝐵𝑎𝑎 (0)
O

臨界Hardy不等式は, 
通常のスケール変換：

𝑢𝑢𝜆𝜆 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆
𝑁𝑁−𝑝𝑝
𝑝𝑝 𝑢𝑢 𝜆𝜆𝑥𝑥

に関する不変性はない！



•スケール不変性：𝛻𝛻𝜆𝜆 𝑦𝑦 = 𝜆𝜆−
𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝛻𝛻 𝑦𝑦

𝑅𝑅

𝜆𝜆−1
𝑦𝑦

Ref. Ioku-Ishiwata, 2015.  重要な性質

• Virtual extremal: 𝑊𝑊 𝑦𝑦 = log 𝑅𝑅
|𝑥𝑥|

𝑁𝑁−1
𝑁𝑁

∉ 𝑊𝑊0
1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑎𝑎 .



劣臨界Hardy
(𝐻𝐻𝑝𝑝) on ℝ𝑚𝑚

m > N ≥ 2.

臨界Hardy
(𝐻𝐻𝑁𝑁) on 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑁𝑁(0)

（高次元） （低次元）

N

同値！

(★)  𝑢𝑢 |𝑥𝑥| = 𝛻𝛻(|𝑦𝑦|) where  |𝑥𝑥|−
𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁 = log 𝑅𝑅

|𝑦𝑦|

𝑁𝑁−1
𝑁𝑁

§3  主定理(球対称な場合)



�
ℝ𝑚𝑚

𝛻𝛻𝑢𝑢 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑥𝑥 −

𝑚𝑚 − 𝑁𝑁
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
ℝ𝑚𝑚

| 𝑢𝑢|𝑁𝑁
| 𝑥𝑥 |𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝐶𝐶(𝑁𝑁,𝑚𝑚) �
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

𝛻𝛻 𝛻𝛻 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 −

𝑁𝑁 − 1
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

| 𝑤𝑤|𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

定理 1 ( S.-Takahashi, Cal. Var. PDE, 2017)

2 ≤ N < m とする. このとき任意の w ∈ 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟1 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑁𝑁 0 ∖ 0 に対し,  
𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶𝑟𝑟𝑎𝑎𝑟𝑟1 (ℝ𝑚𝑚 ∖ {0}) を(★)で定めると(逆でも良い), 以下が成立する.

ただし 𝐶𝐶 𝑁𝑁,𝑚𝑚 = |𝕊𝕊𝑚𝑚−1|
|𝕊𝕊𝑁𝑁−1|

𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁−1

𝑁𝑁−1
とする.



劣臨界Hardy
(𝐻𝐻𝑝𝑝) on ℝ𝑚𝑚

m > N ≥ 2.

臨界Hardy
(𝐻𝐻𝑁𝑁) on 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑁𝑁(0)

（高次元） （低次元）

N (★★)

§3  主定理(非球対称な場合)



�
ℝ𝑚𝑚

𝛻𝛻𝑢𝑢 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑥𝑥 −

𝑚𝑚 − 𝑁𝑁
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
ℝ𝑚𝑚

| 𝑢𝑢|𝑁𝑁
| 𝑥𝑥 |𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥

= 𝐶𝐶(𝑁𝑁,𝑚𝑚) �
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

𝛻𝛻 𝛻𝛻 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 −

𝑁𝑁 − 1
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

| 𝑤𝑤|𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

定理 2 ( S.-Takahashi, Cal. Var. PDE, 2017)

2 ≤ N < m とする. このとき任意の w ∈ 𝐶𝐶1 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑁𝑁 0 ∖ 0 に対し,  
𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶1 (ℝ𝑚𝑚 ∖ {0}) を(★★)で定めると, 以下が成立する.

ただし 𝐶𝐶 𝑁𝑁,𝑚𝑚 = |𝕊𝕊𝑚𝑚−1|
|𝕊𝕊𝑁𝑁−1|

𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁−1

𝑁𝑁−1
とする.



Remark(球対称)

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑚𝑚(0)

𝛻𝛻 𝑢𝑢 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥 ≥
𝑚𝑚 − 𝑁𝑁
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑚𝑚(0)

| 𝑢𝑢|𝑁𝑁
| 𝑥𝑥 |𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

𝛻𝛻𝛻𝛻 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 ≥ 𝑁𝑁−1

𝑁𝑁
𝑁𝑁 �

𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

| 𝑤𝑤|𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑦𝑦|
𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

非シャープな臨界Hardy不等式(𝑎𝑎 > 1)

ボール上の劣臨界Hardy不等式

𝑚𝑚 > 𝑁𝑁

𝑢𝑢 |𝑥𝑥| = 𝛻𝛻(|𝑦𝑦|) where  |𝑥𝑥|
𝑅𝑅

−𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁 =

log
𝑎𝑎𝑅𝑅
|𝑦𝑦|

log 𝑎𝑎

𝑁𝑁−1
𝑁𝑁同値!



�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑚𝑚(0)

𝛻𝛻 𝑢𝑢 � 𝑥𝑥
|𝑥𝑥|

𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥 ≥
𝑚𝑚 − 𝑁𝑁
𝑁𝑁

𝑁𝑁

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑚𝑚(0)

| 𝑢𝑢|𝑁𝑁
| 𝑥𝑥 |𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑥𝑥

�
𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

𝛻𝛻𝛻𝛻 � 𝑦𝑦
|𝑦𝑦|

𝑁𝑁
𝑑𝑑𝑦𝑦 ≥ 𝑁𝑁−1

𝑁𝑁
𝑁𝑁 �

𝐵𝐵𝑅𝑅
𝑁𝑁(0)

| 𝑤𝑤|𝑁𝑁

| 𝑦𝑦 |𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑎𝑎|𝑦𝑦|
𝑁𝑁 𝑑𝑑𝑦𝑦

非シャープな臨界Hardy不等式(𝑎𝑎 > 1)

ボール上の劣臨界Hardy不等式

𝑚𝑚 > 𝑁𝑁Remark(非球対称)



𝛼𝛼

q

-N

O
1

N 𝛼𝛼 = 𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁 𝑞𝑞 −𝑚𝑚

𝛽𝛽

q1

N

O
1

N

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

Inf=0

𝑚𝑚 > 𝑁𝑁 ≥ 2 とする.

inf ∫ℝ𝑚𝑚 |𝛻𝛻𝑢𝑢|𝑁𝑁𝑟𝑟𝑥𝑥

∫ℝ𝑚𝑚 |𝑥𝑥|𝛼𝛼|𝑢𝑢|𝑞𝑞 𝑟𝑟𝑥𝑥
𝑁𝑁
𝑞𝑞

= 𝐶𝐶 𝑚𝑚,𝑁𝑁 inf
∫𝐵𝐵 𝑅𝑅 𝛻𝛻𝑤𝑤 𝑁𝑁𝑟𝑟𝑦𝑦

∫𝐵𝐵 𝑅𝑅
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log 𝑅𝑅𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑟𝑟𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0,rad

1,𝑁𝑁 ℝ𝑚𝑚
𝑊𝑊0,rad

1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑁𝑁(𝑅𝑅)

臨界Hardy不等式
劣臨界Hardy不等式

Sobolev不等式

（劣臨界） （臨界）

Inf=0

§4 発展(球対称) (Ref. S., submitted)  



𝛼𝛼

q

-N

O
1

N 𝛼𝛼 = 𝑚𝑚−𝑁𝑁
𝑁𝑁 𝑞𝑞 −𝑚𝑚

𝛽𝛽

q1

N

O
1

N

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

Inf=0

inf ∫ℝ𝑚𝑚 |𝛻𝛻𝑢𝑢|𝑁𝑁𝑟𝑟𝑥𝑥

∫ℝ𝑚𝑚 |𝑥𝑥|𝛼𝛼|𝑢𝑢|𝑞𝑞 𝑟𝑟𝑥𝑥
𝑁𝑁
𝑞𝑞

inf
∫𝐵𝐵 𝑅𝑅 𝛻𝛻𝑤𝑤 𝑁𝑁𝑟𝑟𝑦𝑦

∫𝐵𝐵 𝑅𝑅
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log 𝑅𝑅𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑟𝑟𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 ℝ𝑚𝑚
𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 𝐵𝐵𝑁𝑁(𝑅𝑅)

臨界Hardy不等式
劣臨界Hardy不等式

Sobolev不等式

（劣臨界） （臨界）

Inf=0

§4 発展(非球対称) (Ref. Horiuchi-Kumurin, 2012, S., submitted)  



𝑎𝑎 > 1, 𝛽𝛽, 𝑞𝑞 > 1,
0 ∈ Ω, 𝑅𝑅 ≔ sup 𝑥𝑥 .

§4 発展(有界領域)

𝑥𝑥 ∈ Ω
𝐺𝐺: = inf

∫Ω 𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑁𝑁𝑑𝑑𝑦𝑦

∫Ω
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log𝑎𝑎𝑎𝑎𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 Ω

(Ref. Machihara-Ozawa-Wadade,2013)  

O

𝜕𝜕𝐵𝐵(𝑅𝑅)

Ω

𝛽𝛽

q
1

N

O

1

N

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

G>0

G=0



𝑎𝑎 > 1, 𝛽𝛽, 𝑞𝑞 > 1,
0 ∈ Ω, 𝑅𝑅 ≔ sup 𝑥𝑥 .

§4 発展(有界領域)

𝑥𝑥 ∈ Ω
𝐺𝐺: = inf

∫Ω 𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑁𝑁𝑑𝑑𝑦𝑦

∫Ω
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log𝑎𝑎𝑎𝑎𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 Ω

(Ref. S., submitted)  

O

𝜕𝜕𝐵𝐵(𝑅𝑅)

Ω

𝛽𝛽

q
1

N

O

1

N

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

G>0

G=0

attain

Not attain

if a≥ 𝑒𝑒
𝛽𝛽
𝑁𝑁.

singularity



𝑎𝑎 = 1, 𝛽𝛽, 𝑞𝑞 > 1,
0 ∈ Ω, 𝑅𝑅 ≔ sup 𝑥𝑥 .

§4 発展(有界領域)

𝑥𝑥 ∈ Ω
𝐺𝐺: = inf

∫Ω 𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑁𝑁𝑑𝑑𝑦𝑦

∫Ω
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 Ω

(Ref. S., submitted)  

O

𝜕𝜕𝐵𝐵(𝑅𝑅)

Ω

𝛽𝛽

q
1

N

O

1

N

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

G=0singularity



𝑎𝑎 = 1, 𝛽𝛽, 𝑞𝑞 > 1,
0 ∈ Ω, 𝑅𝑅 ≔ sup 𝑥𝑥 .

§4 発展(有界領域)

𝑥𝑥 ∈ Ω𝐺𝐺: = inf
∫Ω 𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑁𝑁𝑑𝑑𝑦𝑦

∫Ω
𝑤𝑤 𝑞𝑞

𝑦𝑦 𝑁𝑁 log 𝑎𝑎𝑦𝑦
𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑁𝑁
𝑞𝑞𝑊𝑊0

1,𝑁𝑁 Ω

(Ref. S., submitted)  

𝛽𝛽

q
1

N

O

1

N

G=0Ω
𝜕𝜕𝐵𝐵(𝑅𝑅)

𝜕𝜕Ω ∶ |𝑥𝑥𝑥|𝛼𝛼 − R

(0,⋯ , 0,−𝑅𝑅)
𝑥𝑥𝑁𝑁

|x’|O

0 < 𝛼𝛼 ≤ 1.

𝛽𝛽∗
G>0

𝑁𝑁
𝛼𝛼+1−

1
𝛼𝛼 ≤ 𝛽𝛽∗ ≤ 𝑁𝑁

𝛼𝛼

𝛽𝛽 = 𝑁𝑁−1
𝑁𝑁 𝑞𝑞 + 1

G=0

attain
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