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リーマンゼータ関数 ζ(s)は

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, Re(s) > 1

によって定まるC\{1}上正則関数である．ζ(s)は負の偶数点 s = −2,−4,−6,−8, · · · で「自明な
零点」と呼ばれる一位の零点を持つが，それら以外の零点は「 非自明な零点」と呼ばれ，その正
確な位置は未解決である．この非自明な零点 ρは全て 0 < Re(ρ) < 1を満たし，全て実数ではな
い．よって，ζ(s)の非自明な零点と実数でない零点，また，Re(s) > 0にある零点は全て同じ用語
である．非自明な零点は全て直線Re(s) = 1/2上にあると予想されている（cf.「リーマン予想」）．

ζ(s)の非自明な零点の分布は，素数の分布をきっかけに，たくさん調べられ，現在，それ自身だ
けではなく，その導関数の零点との関係も知られ，導関数の零点の分布もたくさん研究されてきて
いる．この研究の出発点は，1935年に Speiser氏が示したリーマン予想と ζ(s)の一階導関数 ζ ′(s)
の零点の分布の同値条件と考えられる．2012年に赤塚広隆氏は，1970年代にBerndt氏，Levinson
氏，Montgomery氏が示した ζ(s)の k階導関数 ζ(k)(s)の零点の分布に関する近似式を，k = 1に
対して，リーマン予想を仮定し，より精密な評価を得た．発表者は 2015年にこの赤塚広隆氏の結
果を全ての正の整数 kに対して拡張した．

解析的な性質が ζ(s)に非常に近い，ζ(s)の一般化の一つであるディリクレL関数がある．q > 1
を法とする原始的なディリクレ指標 χに対して，ディリクレ L関数 L(s, χ)は

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
, Re(s) > 0

によって定まる C上正則関数である．ζ(s)の場合と同様に，Re(s) ≤ 0に「自明な零点」を持ち，
Re(s) > 0にある「非自明な零点」の正確な位置は未知である．L(s, χ)の非自明な零点は，ζ(s)
と同様に，全て直線Re(s) = 1/2上にあると予想されている（cf.「一般されたリーマン予想」）．

L(s, χ)の非自明な零点の分布は等差数列の中の素数の分布と密接に関係していることをきっか
けに，L(s, χ)の非自明な零点の分布もたくさん調べられ，ζ(s)の場合と同じように，導関数の零
点も研究されてきている．1996年に Yıldırım氏は L(s, χ)の k階導関数 L(k)(s, χ)の零点のいろ
んな性質を調べて零点の分類もしたが，L(k)(s, χ)の零点を自明と非自明な零点だけに分類したの
ではなく，存在性と挙動が不明である放浪する零点にも分類した．放浪する零点が存在し得る領
域を決める大きな qのファクターにより，零点の分布に関する漸近公式を調べるとき，誤差が非
常に大きくなる．発表者と赤塚広隆氏は，最近出版された論文に k = 1 に対して，Yıldırım氏が
示した L′(s, χ)の非零領域を改良し，放浪する零点が存在しないことを示した．
また，発表者と赤塚広隆氏は同様の論文に，Re(s) ≤ 0にあるL′(s, χ)の零点は，有限個の零点

を除けば，それぞれ L(s, χ)の自明な零点に一対一の対応をしていることを示し，Speiserの結果
の拡張（一般化されたリーマン予想との同値条件）も得た．これらを用い，L′(s, χ)の零点の分布
に関して精密な評価をした．発表者は 2017年の別の論文で一般化されたリーマン予想の仮定の下
でより精密な評価も示した．
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